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X-ENS

Exercice 1 X
Soient f et g définies sur R et a valeurs réelles, continues et croissantes sur R. Soit A € R .

1. Montrer qu’il existe (u,v) € R? tel que Au + f(u —v) = Mv + g(v — u).
2. Montrer qu'il existe (u,v) € R? tel que Mu + f(u —v) = M + g(v — u) = 0.
3. Combien y a-t-il de solutions a la question 2. 7

4. On suppose que A = 0. Refaire la question 3., en discutant suivant f et g.
Indication 1

Solution 1

1. Posons g : t + g(—t). g est continue et décroissante sur R. Posons ensuite h = A\ld+ f — g. h
est alors continue et croissante sur R et méme strictement croissante sur R, puisque AId l'est et
que f — g est croissante.

On cherche (u,v) € R? tel que h(u —v) = 0.
Or lim h(t) =400 : en effet, At — +o00 et f — g étant croissante, converge vers une limite
t——+o0 t——+o0

finie ou diverge vers +00 en +00, mais dans les deux cas, la somme Ald + f — g diverge vers +oo
en +o0o. De méme h diverge vers —oo en —oo.

Comme h est continue, strictement croissante, elle réalise une bijection de R sur R et donc il
existe un unique g tel que h(tg) = 0.

L’ensemble des solutions est alors

{(to+v,v) | veR}.

2. On reprend les notations de la question précédente. t +— At + g(to) est affine, strictement
croissante et donc bijective de R sur R : il existe un unique vy € R tel que Avg + g(—to) = 0.
Avec la question précédente, si on pose ug = tg + vg, on a

Aug + f(ug — vo) = Avg + g(vo — ug) = 0.

3. Montrons qu’il n’y en a qu'une. Soit (u,v) une solution de 2. Alors, avec 1., h(u —v) = 0
et par bijectivité de h, u — v = ty. Mais alors Av + g(—tp) = 0 et donc v = vp : finalement,
(U, U) = (to + vo, UO)'

4. On reprend les notations précédentes. On discute suivant que f~1({0}) N g~ ({0}) est vide ou
non.
Premier cas : f~1 ({0})ng~! ({0}) = 0.
Alors il n'existe pas de (u,v) € R? tel que f(u—v) = g(v —u) = 0.
En effet, s'il en existait, alors u — v € f~1 ({0}) N g~! ({0}) : contradiction.
Deuxieéme cas : f~1({0}) N gt ({0}) # 0.
On vérifie que ’ensemble cherché est

{t+v0)tef({0})Ng™" ({0}),veR}
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Exercice 2 X

. 7’ N 7. B n
On s’intéresse a la série entiere Ex(S ).
n>1

1. Déterminer son rayon de convergence R.

2. Montrer qu’il existe une infinité de points x € S(0, R) tels que la série %ZE(Sn) diverge.
n>1

3. Montrer qu'il existe une infinité de points z € S(0, R) tels que la série > %:c(?’") converge.
n>1

4. Montrer que pour tout z € S(0, R), il existe (zx)ren € S(0, R)N tel que > %x,(f’n) diverge et (xy)
n>1

converge vers x ; et qu’il existe (yx)ren € S(0, R)N tel que > %y,(;’n) converge et (yx) converge
n>1
vers .

Indication 2

Solution 2

1. Avec z = 1, comme 2;1 % diverge et comme (%) converge vers 0, on conclut que R = 1.
n>

o (3")
2. Soit k € N*. Posons zj, = €'3* et pour n € N*, u,, = “=— . Montrons que > uy, diverge.
n>1
Pour n e N*, n >k, u, = % et comme la série harmonique diverge, Y u, diverge.
n>1

Les zj, sont bien deux a deux distincts, puisque les T sont deux a deux distincts dans |0, 27/

(3™)

2w
Ye

3. Soit k € N*. Posons y =€ < +3’“> et pour n € N* v, = . Montrons que ) v, converge.

n>1

.3"1
Pour n e N*, n > k, v :Z(n)

iB") = (—=1)"i. On a donc, pour tout n € N*, n > k, v, = e 1) . On peut alors conclure a la
convergence de cette série par le théoreme spécial a certaines serles alternées.

Or on vérifie facilement par récurrence que pour tout n € N,

4. Soit x € S(0, R). Il existe 6 € R tel que z = €%,
Premier cas : on suppose que > 123") converge.

n>1
] 2m n n n
* Pour k£ € N, on pose z = ez(6+3’€). Pour n € N, n > k, x,(f ) — 23" et donc > %x,(f )
n>1
converge. Par ailleurs, il est clair que (zj) converge vers x.
* On note D = {27rp |p € Z et k € N}. D est dense dans R.
27'rpl

Pour [ € N, il existe un élément de D dans |6 — 9+ [. On le note ”p’ . Onpose y; = e 5k .

Par construction, (y;) converge vers x.
Soit I € N. Pour n > 3%, yl(g ) =1 et donc > %yl(g ) diverge.
n>1

Deuxiéme cas : on suppose que ;l X diverge.
ni

217

i (0427 n n 3" .
* Pour k € N, on pose x;, = ez( +3’“>. Pourn e N, n >k, x,(CS ) — 23" et donc > %a:,(j ) diverge.
n>1
Par ailleurs, il est clair que (x) converge vers .

* Pour [ € N, il existe un élément de D dans |6 — 2””

519 + L

5T + 5 . On pose

[. On le note
27p;

i( 2+ .
Yy =e <2 3kl ) Par construction, (y;) converge vers x.
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Soit [ € N. Pour n > 3%, yl(?’n) = (—1)"i et donc gl %yl(Sn) converge par le théoreme spécial a
n>
certaines séries alternées.

Exercice 3 X

Soit n € N. Calculer

[5]

Z n — k
(")

k=0

Indication 3 On pourra s’intéresser au nombre de facons de descendre un escalier en sautant 1 ou
2 marches.

n

15)
Solution 3 On note S,, = i (";k)

On s’intéresse au nombre de manieres de descendre un escalier en s’autorisant des sauts de 1 ou deux
marches.

D’une part, si on dénombre en regroupant les manieres ou on fait k£ sauts de 2 marches, il reste a
organiser ces sauts avec les n — 2k marches restantes, i.e. a placer k parmi n — 2k + k. Finalement,
on trouve bien S,.

D’autre part, on peut couper en deux paquets ces manieres, suivant que 'on commence par un saut
de 1 ou un saut de 2. Dans le premier cas il reste n — 1 marches, dans ’autre il en reste n — 2. On a
donc, pour n > 2,

Sn =Op-1+ Sn—2-

Avec les conditions initiales Sy = S1 = 1, on trouve, pour n € N,

__1 1_\/5 n+1 1 1_|_\/5 n+1
wa(50) )

Exercice 4 X
Soient n et p dans N*. On définit A et B dans M,,(R) par

.. .. 1 p—1
A= T et B=-> A"
R | P

1 0
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que B soit inversible.

Indication 4 A est-elle diagonalisable ?

Solution 4 On remarque que A™ = I, donc P = X" — 1 annule A : ce polynome est simplement
scindé dans C[X], A est donc diagonalisable dans M, (C).

On peut calculer le polynéme caractéristique de A et on trouve X™ — 1. On note w = i, A est donc
semblable & D = diag(1,w,...,w" !). On écrit A = PDP~!. Alors

1 (=
B=-P (Z DZ‘) P
p 1=0
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p—1
B est inversible si et seulement si A = Y D’ est inversible. Or cette matrice est diagonale, elle s’écrit,
i=0

p—1
avec Q = > X',
i=0
A = diag(Q(1), Qw), ... Q" ™).
B est donc inversible si et seulement si pour tout k € [0,n — 1], Q(w*) # 0.
Pour k=0, Q(1) =p #0.
p— .
Soit k €[1,n —1]. Q(wk) = 3 (wk)" = %
i=0
Q(w*) = 0 si et seulement si n divise kp.
B est donc inversible si et seulement si pour tout k € [1,n — 1], » ne divise pas kp.
Pour k € Z, comme (n—k)p = np — kp, n divise (n — k)p si et seulement si n divise kp. On peut donc
se limiter aux k dans [ 1, [5]].

q
En décomposant n en produit de nombres premiers (si n > 2), n = [] p;/*, on peut encore affirmer
I=1

que B est inversible si et seulement si pour tout ! € [1,¢], p; ne diviseipas p.
Cela signifie que n et p n’ont pas de facteurs premiers en commun, et donc finalement
B est inversible si et seulement si n et p sont premiers entre eux.

Exercice 5 ENS
Soit n € N*. Soit (ay,...,a,) € R™ tel que pour tout i € [ 1,n], |a;| > 2. On pose

al 1 0
1
A, =
. o1
0 1 a,

1. Montrer que d,, = det(A,) est non nul, du signe du produit des a;.

2. Montrer que A,, possede autant de valeurs propres (comptées avec ordre de multiplicité) stricte-
ment positives que de a; strictement positifs.

Indication 5
On pourra considérer B, (t) la méme matrice que A,, mais ol les 1 sont remplacés par t.

Solution 5
1. Pour n > 3, en développant d,, suivant la derniere ligne, on obtient
dp = apdp—1 — dp—2.

Par inégalité triangulaire
’dn’ > 2‘dn—1‘ - ‘dn—2‘

et finalement,
‘dn| - |dn—1| > ‘dn—1| - ‘dn—2|-

La suite, (|dn| — |dn—1])n>2 est donc croissante. Or

1 1
|d2|—|d1|:|a1a2—1|—|a1]:|a1|<a2—al‘—1> 2a1|<2—2—1> 21>0
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La suite (|dy|)n>1 est donc croissante et comme |di| = |a1]| > 2 > 0, tous les |d,,| sont strictement
positifs : aucun d, ne peut étre nul.

Montrons alors par récurrence que d,, est du signe du produit des a;.

Pour n = 1 c’est immédiat, de méme que pour n = 2, puisque dy = ajas — 1 et que ajas est plus
grand en valeur absolue que 1, donc c’est ce terme qui donne le signe.

Si c’est vrai jusqu’au rang n : comme dp+1 = Gp41dn, — dp—1 €t comme

lant1dn] > 2|dn| > |dn| > |dn—1]

n+1
c’est ap41d, qui donne son signe, qui est bien celui de [] a; puisque d,, est du signe de H a;
=1 =1

par hypothese de récurrence.

2. On munit R, [X] de la norme ||.|| : P+~ Z lek|, si P s’écrit P = Z cpX*.
k=
Soit P € R, [X], unitaire. Soit A une racine de P. Alors |A| < ||P]. En effet,

n—1
— Z Ck)\k.
k=0

Si |A| < 1, I'inégalité voulue est immédiate, puisque P est unitaire et donc || P|| > 1.

Si Al >1,
n—1
A== e
k=0
et

n—1 n—1
k—
A<D el AFT <> el < |1PI-
k=0 k=0

Soit t € [0,1]. By,(t) étant diagonalisable, car symétrique réelle, son polynéme caractéristique

est scindé dans R. On écrit
n

XBa(t) = H(X — Ai(t))
i=1

avec A (t) < Ap().
(A1(0), ... ( )) est la famille des (a;), éventuellement réordonnée. On supposera par la suite,
que A;(0) = a; pour tout i € [ 1,n], par simplicité d’écriture.
(A1(1),...,An(1)) est la famille des valeurs propres de A,,, notée (aq,...,an).
Si on montre que pour tout i € [1,n], t — A;(t) est continue, comme elle ne s’annule pas (cf
premieére question), c’est une fonction de signe constant et donc «; et a; sont de méme signe :
c’est ce qu’on voulait démontrer.
On fixe donc i € [ 1,n]. Pour simplifier, on prend i = 1. Soit t9 € [0,1]. Soit ¢ € RY.
On veut montrer

<
s An

In>0,vte 0,1, [t —to]l <n = |\i(t) — Mi(to)] <e.
Raisonnons par I'absurde. On suppose donc
Vn >0, 3te[0,1], [t—tol<n et [Ai(t) = Ai(to)] > e.

Soit k € N*. On choisit donc ¢, € [0,1] tel que

1
|tk —t0| < E et |>\1(tk) — )\1@0)’ > €.
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On note P = xp, (4, et pour k € N*, P, = xp,(;,).- Par continuité de la fonction qui a une
matrice associe son polynéme caractéristique, (Py) converge vers P.

La suite (Py) est donc bornée : on choisit M tel que pour tout k € N*, || Pyl < M.

La remarque en préambule permet d’affirmer que pour tout k € N*, [\ (tx)] < M. Cette suite
réelle étant bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente. On écrit

)\l(t<p(k)) —

k——+o0
Alors
[P (1) = Py ()] + [ Pory (1) — Py (A (o)) + [Py (A1 (o))

1P = Pyl oo, [=n2,00) + [Py (1) — Py (M1 (Epxy))| + 0
1P = P oo, (- 2,00 F 1P lloo a0 |1 = A ()|

VARRVARNVAN

Quitte & choisir M > 1, pour tout polynome Q € R,[X], [|Q'||oo (—ns,01) < nM"||Q]| et donc

[P(1)] < 1P = Py oo, (- a0y + nM™ [ Py [l = Aty

i.e.
[P(11)] < 1P = Py lloo (= aa,a1) + nM ™ — Xy (t o))

Comme ||.[|o,(—pz,a7] €t ||| sont équivalentes (R,[X] est de dimension finie), on peut conclure
que le membre de droite converge vers 0 et donc que P(u) = 0.

Il existe donc ¢ € [1,n] tel que pu = A\;(to). Puisque pour tout k € N*, |A1(tx) — Ai(to)| > e,
W Al(to) et méme p > )\1(t0).

Quitte a extraire successivement on peut ainsi supposer qu’il existe ¢ : N — N, strictement
croissante, telle que (A1 (tyk)),-- - An(tyr))) converge vers (1, ..., un) avec

)\1(750) <pr < Z .

Or, (Pyk)) converge vers P et P(Ai(tg)) = 0. Posons ¢ = %ﬂto). Il existe ky € N tel que
pour tout k > kg on ait

Vie[1n], Niltym) = i —e > —e > M(to) +¢
et donc
Vi € [[ 1,n]], P‘z(tw(k)) — )\1(750)| > e
Alors, pour tout k > kg
| Pyey(M(to))] > "

ce qui contredit
Pw(k)()\l(to)) — P()\l(to)) = 0.

k—+o0

Exercice 6 ENS
On dit que (z,,) € RY est équidistribuée si et seulement si

1 N-1
VEeZr, ) e — 0.
< " N nz_%e N—+o0

1. Soit v un irrationnel. Montrer que (x,,) = (an),en est équidistribuée.
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2. Soit (z,) telle que pour tout k € N*, (2,41 — Zn)nen est équidistribuée. On veut montrer que

(x,) est équidistribuée.
Soit (a,) € CN telle que pour tout n € N, |a,| < 1.

(a) Soit (H,N) € (N*)2 tel que 1 < H < N. Montrer que

N-1

1 2H 1 1
N 2| SNy 2 2 Gk
n=0 n=0 k=0
(b) Montrer que
_ _ _ B 2
| N-1 g H-d | N=1p g Hl
N q Untk| S A\l 37 Z I7i On+k
n=0 k=0 n=0 k=0
(¢) Conclure en posant, pour £ € Z*, (a,) = (e2@n).
Solution 6
1. Soit k € Z*. Soit N € N*. Posons
| V-1
_ i2kman
unN = N Z &
n=0
et montrons que uy — 0.
N—+o0
On peut réécrire
N-1 ;
1 . 1 1 — ei2kmaN
Uy = Z(éﬂkﬂ&) - .
N N 1-— ez2kﬂ'a
n=0
car e’2F™ -£ 1 puisque « est irrationnel. On a alors
< 2
|UN‘ — N|1 _ eiZlﬁra|'
Par domination, on a bien uy — 0.
N—+o0
2. (a)
N—1H-1 N-1 N-1 N-1
DD antk= D Gnt ) Gneitt ) Gniii
n=0 k=0 n=0 n=0 n=0
la somme comportant H termes. On effectue dans les dernieres sommes un changement
d’indice
N—1H-1 N-1 N N+H-2
Aptk = an+zan+ + Z Qn
n=0 k=0 n=0 n=1 n=H-1
N-1
Puis on ajoute ou retranche des termes pour faire apparaitre »_ a, a chaque fois
n=0
N—1H-1 N-1 N+H-2 H—2
an+k:HZan—|—aN—ao+---+ Z Ay — Zan.
n=0 k=0 n=0 n=N n=0
Il vient

N-1 N—-1H-1 N+H-2 H-2
HY =3 (aN—ao+--.+ S e z)

n=0 n=0 k=0
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Les derniers termes sont par paquets de deux et dans chaque paquet, les deux termes sont
des sommes d’au plus H — 1 termes :

N-1 N—1H-1
‘HZan <Y ank| F(H-1)x2x (H-1)
n=0 n=0 k=0
ou encore
N-1 N—1H-1
CDOSCAEIPSh SMERLR
n=0 n=0 k=0
On conclut en divisant par N H.
(b) On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz
_ _ B _ _ 2
| No1 H-d <1]\72112N11H1
— = a — — a
N H nt+k| > N H n+k
n=0 k=0 n=0 n=0 k=0
Finalement
2
| N1 H- 11\7231 =
il il a il il
N H n+k| = N H n+k
n=0 k=0 n=0 k=0

(¢) Soit I € Z*. On pose (an) = (€?27*n). Avec ce qui précede, pour (H,N) € (N*)2 tel que

1<H<N,
2
N—-1 N—-1 H-1
i Z eiQEﬂxn < 2H + 1 Z ei2Um Ty 1y
N - N
n=0 n=0 k 0
Comme 2™ est de module 1, on peut réécrire
L V-l oI 1|y H-l 2
L Z ei%ﬂ'xn < + - Z 12U (Tp g —Tn)
N N H
n=0 = k=0
On développe la derniere somme en utilisant que pour un complexe |z|? = 27 :
N-1|y H-l 2 | N-1H-1H-1
Z ezQKTr Ttk —Tn) ei?&r(azn_;,_k—:L‘n)e—i%ﬂ(xn_H-—a:n)
2 .
n=0 k:[) n=0 k=0 j=0
On isole les termes pour j =k :
N-1|y H-1 2 g N
Z - Z e’i%?T(an-o-k—iBn) _ + Z Z ei2€7r(:vn+k—:cn+j)
H H? -
n=0 k=0 n=0 0<k<j<H-1

N—-1
+ Z Z 2T (Tn gk —Tntj)

n=0 0<j<k<H-1

Les deux derniéres sommes se traitent de maniére symétrique. On ne va étudier que la

premiere.
H—1j-1N-1

N—-1
E E ei2€”($n+k*xn+3 eiQEﬂ'(anrk*xnwtj) .

n=0 0<k<j<H-1 j=1 k=0 n=0
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On effectue le changement d’indice m =n + j :
H—1j-1N+j-1

N-1
§ : § : 6i2€7r(:pn+k7xn4” § : 612Z7r Ty jpk— mm)'

n=0 0<k<j<H-1 j=1 k=0 m=j
N-1 H-1j-1 /N— N+j—1
§ : § : ei2€7r(a:n+kfxn+j) _ § : 1207 (T yy—j ke — xm)+ § : e'i%fr(zm,]qufzm)
n=0 0<k<j<H-1 j=1 k=0 \m=0 m=N

7—1
— Z e’i?fﬂ(m,,Lj+kxm)> .

Les deux derniéres sommes sont majorées en m odule par j. On a donc

N-1 H-1j-1 /|N-1
Z Z ei?ZW(ITL+kfxn+j) Z < Z ei?@w(xm,wrkfxm) + 2.]>
n=0 0<k<j<H-1 j=1 k=0 \Im=0
ou encore
N—-1 H-1j-1|N-1
0207 (T ks —Tntj) 1267 (Ty— 4k —Tm) (H — 1)H(2H — 1)
et + +i)| < e it +
DY (L)% !
n=0 0<k<j<H-1 §=1 k=0 [m=0
qui donne aussi
N-1 H-1j—1|N-1 9 F3
Z Z eiQZﬂ(xn+kfxn+j) < Z eiZKﬂ(xm,j+kfa:m) + )
n=0 0<k<j<H-1 j=1 k=0 [m=0 3
Finalement
N-1
1 i20mx 2H
P e n| < 7_’_
N2 N
n=0
H-1j-1|N— H-2 H-1 |[N—-1
1 (N 4H3
i e T 1207 (T — ot ke —Tm) P20 (T 4k —Tm)
L NPT IS ol o St
j=1 k=0 [m=0 k=0 j=k+1 Im
Soit € € R%.. On choisit H tel que % < &2
2 o, % convergent vers 0 lorsque N tend vers +o0o. A partir d’'une certain Ny, on a donc
2H 4H3
— <e¢ et — < ef

N 3N —

N-1

Chaque % > e2tm(@m—j+k=2m) converge vers 0 et on a un nombre fini de fois ce type de
m=0

sommes (H est dorénavant fixé), donc les deux autres sommes convergent vers 0 et a partir

d’un certain rang Ny > Ny,

H-1j-1 H—-2 H—-1 |[N-1
2 : § : § :612&7 Tn—jtk—Tm) + § : § :€i2€7r(xm,j+kfxm) < 82.
j=1 k=0 |m=0 k=0 j=k+1 [m=0

Donc, pour N > Ny :

N-1

1 .

S Y <o b VR4 4+ < e
n=0

On a bien montré que (x,) est équidistribuée.



