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REDUCTION
Exercice 1
Déterminer les éléments propres de
6 2 0
A= 2 3 0
-10 -5 2

A est-elle diagonalisable 7

Exercice 2
Pour P € K[X], on pose
®(P)=(2X +1)P — (X*> - 1)P".

1. Montrer que ® est un endomorphisme de K[X].
2. Soit P un vecteur propre de ®. Montrer que P’ # 0 et en déduire le degré de P.

3. Déterminer les éléments propres de ®.

Exercice 3

Résoudre X? = (= A) dans M3(R).

= O O
O = O
= O O

Exercice 4
Soit un entier n > 3 et un réel a. Soit M la matrice de M,,(R) définie par :

o --- 0 1
M = . . .
1 1 a

1. Calculer le rang de M et trouver une base du sous-espace propre de M associé a la valeur propre
0.

2. Etudier le systeme M X = AX avec A # 0.

3. M est-elle diagonalisable ?

Exercice 5

Soit A = . A est-elle diagonalisable 7 Montrer qu’elle est semblable & une matrice du

S =N
S N =
L = =

type ou a et b sont a déterminer.

O O RQ
o ot O
= O
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Exercice 6
Soit A, carrée d’ordre n, de diagonale nulle et dont tous les autres coefficients valent 1. Est-elle diag-
onalisable ? Si oui, la diagonaliser.

Exercice 7
1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme de E.

(a) Soit A une valeur propre non nulle de f. Montrer que E)(f) C Im(f).

(b) Le résultat est-il toujours vrai si A =0 ?
2. Soit f : P s P(—4)X + P(6).

(a) Montrer que f est un endomorphisme de R,,[X] si n > 1.

(b) Déterminer les éléments propres de f.

Exercice 8
Soit n € N. On note L, : R,[X]| = R[X]; P+~ XP" + (X —4)P' —3P.

1. Montrer que L,, € L(R,,[X]).
2. L’endomorphisme L,, est-il diagonalisable 7

3. Donner la dimension et une base du noyau de Ly,.

Exercice 9

Soit E 'espace des suites complexes, f la fonction de £ dans E qui a la suite (u,) associe la suite (vy,)
oll vg = ug et pour tout entier naturel n, v,y = % On admet que f est un endomorphisme de
E. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
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Exercice 10*
Soient E un espace-vectoriel de dimension n > 2, u € L(E) et H un hyperplan de E stable par u.

1. Montrer qu'il existe A € K tel que Im(u — A Idg) C H.

2. En déduire que A\ € Sp(u).

Exercice 11%*

0, I,

Soit B = A 0n> ou A € M, (C).

Déterminer les éléments propres de B en fonction de ceux de A.
Montrer également que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et inversible.

Exercice 12*
Soit X € M, 1(K) \ {0}. On note Ex l'ensemble des matrices de M,,(K) dont X est un vecteur
propre.

1. Montrer que Ex est un espace vectoriel.

2. Déterminer Ex et préciser sa dimension. A I'aide de application ¢ : M, (K) = M, 1(K);
A — AX, on pourra déterminer un sous-espace pertinent F' de M,,(K) tel que Ex = Ker(p)® F.

3. Donner une base de Ex lorsque X = (1 2 3)T.
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Exercice 13**
V' désigne un K-espace vectoriel de dimension n et f € £(V) un endomorphisme diagonalisable. On
note

Ty ={ue L(V)/ uof=fou}
ensemble appelé le commutant de f.
1. Montrer que I'y est un sous-espace vectoriel de £(V) et qu’il est stable par composition.

2. Déterminer la dimension de I'y.

3. Soit E = {u € L My(R))/ VM € M,(R), u(*M) = ‘(u(M))}. Est-ce un espace vectoriel ?
Quelle est alors sa dimension ?

Exercice 14**
On considere la matrice

1 1 1
1 2 1
A= 1 e M,(R)
S
1 1 n

2. En déduire que A admet n valeurs propres distinctes.



