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ESPACES PREHILBERTIENS REELS
CCINP 39-76-77-79-80-81-82-92

Exercice 1
On munit £ = M»3(R) le produit scalaire défini par :

V(A,B) € E*  (A|B) = Tr(*AB).

On considere le sous-espace vectoriel

1. Trouver une base de Ft1.

2. Déterminer la projection orthogonale de B = <i 8) sur F.

Exercice 2 o
On pose V ={M € My(C) | TtM =0et "M = M}.

. a b
1. Sth—(C d

b, c et d.

> € Mj3(C). Caractériser 'appartenance a V' de M avec des conditions sur a,

2. Montrer que V est un R-espace vectoriel de dimension 3 et en donner une base.

3. Montrer que (A, B) € V? — Tr(AB) est un produit scalaire sur V et donner une base de V
orthonormée pour celui-ci.

4. Trouver une relation entre detA et ||A|| pour A € V.

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel et (ey,...,e,) une famille finie de vecteurs unitaires de
E tels que
n
Vz € E, EREDIEID
i=1

Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de E.
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Exercice 4*

Soit (ag,...,a,) € R™. On pose : VP,Q € R, [X], (P|Q) = kiOP(ak)Q(ak).

1. A quelle condition définit-on ainsi un produit scalaire sur R, [X] ?

2. On suppose cette condition vérifiée. Donner une b.o.n. de R, [X] pour ce produit scalaire.

3. Soit F' = {P € R,[X]/ P(a,) = 0}. Déterminer l'orthogonal de F' dans R,[X] et calculer la
distance de X™ a F.

Exercice 5*
On note (eg,...,e,) une b.om. de l'espace euclidien E et uy,...,u, des vecteurs de E tels que

n
> fuil® < 1.
i=1
n n n
1. Montrer que pour tout (A1, ..., \,) dans R™, || 3 N2 < (32 A2)(XC [Jwi|?).
i=1 i=1 =1

2. En déduire que (e; + u;)1<i<n est une base de E.

Exercice 6* Mines-Ponts
Pour P,@ € R[X], on note

oP.Q) = [ PHQ d
1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].
2. Calculer ¢(XP, X9).
3. Déterminer

inf / (t* — (at + b))%t dt
a,beR 0



