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MINES PONTS

Planche 1
Calculer

2. sin(kx
2

k=1

pour tout € R. On pourra remarquer que

1 1
- :/ th1 dt.
ko Jo

sin(kz) _ ! ix\k—1 iz
’ —/01m<(te) e)dt

Posons fi : t > Im((te™®)k~1ei®) ol on a fixé un réel x. (f;) est une suite de fonctions continues sur
[0,1] et

Solution 1
On a

0 B eie _ sin(x)
vt € [0,1]; z:fk(t) =Im (1 — tem) 1 — 2tcos(x) + t2

> (fx) converge donc simplement sur [0, 1] vers une fonction continue. En outre,

\1 — (tei)n] 2 1
—te| T |1 —te™| /1 —2tcos(x) + 2

vt € [0, 1],

Si x # 0[27], le dénominateur ne s’annule pas sur [0, 1] (le terme sous la racine vaut (t —e®)(t —e~**))
et le majorant est continu et donc intégrable sur [0, 1]. On peut appliquer le théoréme de convergence

dominée pour obtenir
i sin(kz) /1 sin(z) it
k- Jo 1—2tcos(x) +t2

k=1

Si x # 0[r], en écrivant que 1 — 2t cos(z) + t2 = (t — cos(x))? + sin?(z) et puisque sin?(z) # 0, on sait

calculer l'intégrale (primitive arctan (t ;;)(SS )>) et on obtient

g singﬂx) = arctan (1;?();;36)) + arctan <Z?§E§)) >

que l'on pourrait simplifier avec arctan(u) + arctan(1/u) = 7/2 pour u > 0.
Si x = 0[27], la somme est nulle.
Si z = 7[27], elle vaut — In(2).

Planche 2
Soit A € My (R). On pose

B= Clx i) € Man(R)

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice B soit diagonalisable.
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Solution 2
Une récurrence simple montre que

Vi € N* Bk _ <2k—1Ak Qk_lAk)

2k—1Ak 2k—1Ak
On en déduit par combinaisons linéaires que

VP € XR[X], P(B) = = (

P(24) P(24)
z )

P(24) P(24)

Si A est diagonalisable alors le polynéme minimal 4 de A est scindé a racines simples. Quitte a con-
sidérer X 4 si 0 n’est pas valeur propre de A, on trouve donc un polynéme P € XR[X] scindé simple
qui annule A. Ainsi, P(X/2) annule B. Et comme il est aussi scindé simple, B est diagonalisable.

La réciproque est similaire. On trouve P € XR[X] qui annule B et on considéere P(2X) qui annule

A ..

Planche 3
Donner un équivalent de
" ok
2
Ay = ?
k=1
Solution 3
Posons S, = Y 7_,2¥ = 2" — 1. On a alors
n n n—1 n
Sk — Sk—1 Sk Sk Sn Sk
= _— = _— — = — — S -
D D Dl D D s R ML DY vy
k=1 k=1 k=0 k=1
% =o0 <%> et la somme du membre de droite est négligeable devant a,, par théoreme de sommation

des relations de comparaison des séries divergentes positives. Comme S est aussi ngégligeable (puisque
an — 400, somme partielle d’une série positive divergente), on en déduit que

S on+1
an ~ l ~
n n

Planche 4
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' un sous-espace vectoriel de E et n € L(E)
nilpotente. On suppose que F' est stable par n et que £ = F + Im(n). Montrer que F' = E.

Solution 4
11 suffit, pour conclure, de montrer que Im(n) C F. Supposons, par 'absurde, que ce ne soit pas le
cas. Montrons par récurrence que pour tout entier k, il existe xj tel que n* (xg) ¢ F.

- L’hypothese Im(n) ¢ F donne l'existence de ;.

- Supposons avoir Uexistence de xj, pour un k > 1 donné. n¥(x;) ¢ F et comme F est stable par
n, xp ¢ F. Or F+Im(n) = E et il existe donc y € F et z441 € E tels que z = y + n(Tg41)-
Par stabilité de F' par n, n*(y) € F et comme n*(z) ¢ F, on a aussi n**!(x;,,) ¢ F.

Or, n est nilpotent et il existe p tel que n? = 0. Ainsi 0 = nP(z,) ¢ F ce qui contredit le fait que F'
est un sous-espace.
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Planche 5

Soit E un espace euclidien. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux de E. On pose H = Im(p) N
Im(q), F = H+-NIm(p) et G = H+ NIm(q). Montrer que p et ¢ commutent si et seulement si F et G
sont orthogonaux.

Solution 5

p est le projecteur sur Im(p) de direction Im(p)L. De méme pour g. On rappelle aussi que parmi les
projections, celles qui sont orthogonales sont celles qui contractent les distances (c’est donc le cas de
p et q).

- On suppose que p et ¢ commutent. poq est alors un projecteur ((pq)? = p?>q*> = pq) sur Im(poq)

de direction ker(p o q).

De plus |[poq(z)|| < |p(z)] < ||z|| et p o ¢ est donc une projection orthogonale.

Comme poq = gop, Im(poq) = Im(gop) C Im(p) NIm(q). Réciproquement, si x € Im(p) NIm(q)
alors po g(z) = p(x) = x et z € Im(po¢g). On a donc

H =Tm(poq) = Im(p) N Im(q)

Finalement, p o ¢ = q o p est la projection orthogonale sur H.

Soit o € F ; comme o € Im(p), p(a) = o et comme a € ker(poq) = H*, gop(a) = 0. On a donc
q(a) = 0 c’est & dire a € Im(q)* ; o étant orthogonal & tout élément de Im(q) est orthogonal &
tout élément de G.

On a montré que F' et G sont orthogonaux.

- On suppose, réciproquement, que F' et G sont orthogonaux. Remarquons tout d’abord que
Fobt H=Im(p) et Ga't H =1Im(q)

Les sommes sont clairement orthogonale. Il suffit par ailleurs de montrer la premiére égalité
(Vautre est similaire). L’inclusion directe est immédiate.

Réciproquement, soit x € Im(p) ; il existey € H et z € Ht tels quex =y + 2. 2 =1x—1y est
dans Im(p) et dans H* et donc dans F. ceci montre l'inclusion directe.

Comme on suppose F' et G orthogonaux, on a

Im(p) +Im(q) = Folt Gaot H

Soit x € E. On peut le décomposer en x = a+b+c+d aveca € H, b € F, ¢c € G et
d € (Im(p) + Im(g))*. On a alors

plx)=a+b et g(x)=a+c
et pog(x) =a=qop(x). Ainsi, p et ¢ commutent (et poq = gop est la projection orthogonale
sur H).

Planche 6
Existe-t-il une fonction ¥y : R — R non nulle de classe C* telle que y'(z) + 2/y(x) = 0 pour tout
x € R 7 Si oui, quelles sont les solutions 7

Solution 6
Supposons que y soit une solution. Il existe alors zg tel que y(z¢) > 0 (puisque y > 0). Comme, par
ailleurs, y est décroissante (y' = —2,/y < 0), y ne s’annule pas sur | — 0o, z].

Si y ne s’annule pas sur R alors elle reste > 0. On a % = —1 et, en primitivant, il existe c tel

que Vzx, \/y(z) = ¢ — x ce qui contredit la non annulation de y.
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L’ensemble {z € R/ y(z) = 0} est ainsi non vide. Comme il est minoré (par x¢), il admet une
borne inférieure b qui, par continuité de y est un minimum. Par décroissance de y, y est nulle sur
[b, +00[. Par le méme calcul que ci-dessus on a Vo < b, y(z) = (b — z).

Réciproquement pour tout choix de b, I'application définie par
Vo <b, y(r) = (b—2)* et Vo >b, y(xr) =0
est de classe C! sur R et vérifie I’équation.

Planche 7
Pour n > 1 et > 0, on pose f,(z) = e tVn,

1. Montrer que > (f,) converge simplement.

2. Montrer que sa somme S est continue. Quelles sont ses variations 7 Quelle est sa limite en 400
7

3. Donner un équivalent de S en +oo.

Solution 7

1. Six <0, > (fn(z)) diverge grossierement et si x > 0, f,(z) = o(1/n?) est le terme général d’une
série absolument convergente. Ainsi, > (f,) converge simplement sur R™* (et uniquement sur
cet ensemble).

2. (fn) est une suite de fonctions continues sur R. Va > 0, || f|loo,a,400] = e~ " = o(1/n?) montre
que > (fn) converge normalement sur toute partie du type [a, +oo] avec a > 0 et a fortiori sur
tout segment de RT*.

Le théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions donne

feCO®R™)

fn(z) est décroissante vis-a-vis de x pour tout n et S est donc aussi décroissante.
Comme on a convergence normale au voisinage de +00 et comme f,(x) — 0 quand x — 400 si
n > 1, on peut applique le théoreme de double limite qui donne

lim f(z)=0

T—r+00

3. Soit 2 > 0. ¢t — e V% est décroissante sur RT. Une comparaison série intégrale donne (com-
mencer par des sommes finies puis passer a la limite en justifiant I'intégrabilité)

“+o0o
0< f(x)—e*< / e~ oVE dt.
1

(Pour la minoration, il suffit de dire que la somme est plus grande que son premier terme.)
Le changement de variable u = /t (t — v/t est de classe C' sur R*T* & dérivée ne s’annulant

pas) donne
“+o00 0
/ eVt dt — 2/ ue " du.
1 1

Une intégration par partie (omise) permet le calcul de l'intégrale qui vaut
majorant est négligeable devant e™* et donc

x —x
2e + 2e . Le

x2 T
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Planche 8
Soit A € A, (R).

1.
2.

Montrer que A? est diagonalisable et Sp(A42%) C R™.

Soit & € R™ un vecteur propre de A2 associé & une valeur propre non nulle. Donner le plus petit
sous-espace vectoriel de R” stable par A et contenant .

Montrer que A est semblable une matrice de la forme

0 -4
L 0

Solution 8

1.

A? est symétrique réelle et donc diagonalisable (en base orthonormée). Soit A une valeur propre
de A2 et X un vecteur propre asocié.

A X2 = X A2X = ~{(AX)(AX) = | AX| <0

et donc A < 0. Le spectre de A? est donc inclus dans R™.

. Si X est propre associé a 0 alors A2X = 0 et donc aussi AAX = 0. Ainsi |AX]]? = XTAAX =0

et X € ker(A). Vect(X) est alors le plus sous-espace stable par A qui contient X.

Si X est propre associé & A # 0 alors (X, AX) est libre (si AX = uX alors A2X = p2X et donc
A= % <0et donc A = 0). Vect(X, AX) est stable par A et de dimension 2 et c’est le plus petit
sous-espace stable par A et contenant X.

. Commencons par remarquer que si F est stable par A alors F'- l'est aussi. En effet, soient

reFtetycF,ona
(Azly) = "a' Ay = —*z Ay = —(z|Ay) = 0

car Ay € F et x € F+ ce qui montre que Az € F*.

Procédons alors par récurrence sur n.

-Sin =1 alors A = 0 et le résultat est immédiat. Si n = 2, c’est aussi immédiat par
définition d’une matrice antisymétrique.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 2. Avec la question précédente, on trouve
un sous-espace F' stable de dimension 2 (si A est non nulle, mais si A = 0, on conclut
immédiatement). Dans une b.o.n. adaptée & F @+ F = R", I'endomorphisme canonique-
ment associé & A a pour matrice diag(Aj, A2) avec Ay, Az antisymétriques de tailles 2 et
n — 2 car la nouvelle base est orthonormée (et donc la matrice de changement de base est
orthogonale). On peut alors appliquer le résultat aux rangs 2 et n — 2 pour obtenir des
matrices de passage P; et P,. La matrice de passage diag(Py, P») montre que diag(A;, As)
(et donc aussi A) est semblable & une matrice de la forme voulue.
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Planche 9
1. Montrer que S, est fermé dans S, (R).

2. Soit ¢ € L(S,(R)) telle que p(S;1) = S;F*. Donner un exemple d’une telle . Montrer que
p(S7) =S,

Solution 9

1. Soit (A,) une suite convergente d’éléments de S, et A sa limite. A est symétrique car S, est
fermé (image réciproque de {0} par M + M —*M). Pour tout x € R, on a

lim 'zA,z ='rAx
p——+o0 P

et cette quantité est donc positive. Ainsi A € S et cet ensemble est fermé.

2. ¢ = Id convient ! On peut aussi considérer M > P~!MP pour toute matrice orthogonale P
(on garde la symétrie et les valeurs propres).
Comme en question 2, on montre qu’une limite d’éléments de S;" est dans S;7. Réciproquement,
si A € S alors A est limite de A + 551, € ;. ceci montre que

Sit=8;

Par continuité de ¢ (linéaire en dimension finie), on conclut aisément que ¢(S;F) C S;F.

Par ailleurs, on peut remarquer que ¢ est nécessairement bijective.

En effet, elle est surjective : si A € S,(R) alors pour A assez grand (plus grand que l'opposé
du minimum des valeurs propres de A et strictement positif) A + A, € S T(R) et donc il
existe B € S;T(R) tel que A + A\, = ¢(B). Mais comme M, est aussi dans S,/ (R), de la
méme manicre il existe C € S (R) tel que A\, = ¢(C) et finalement, A = p(B — C) avec

B - C € S,(R).
La surjectivité et le fait que S, (R) est de dimension finie suffisent & donner ¢ bijective.
@~ ! est aussi linéaire et vérifie o 1(SFT(R)) = ST (R). On a donc de la méme maniére

¢ 1S (R)) C S (R). 1l s’en suit que S (R) C ¢(S;F(R)). Finalement, ¢(S;7) = S;F.

Planche 10
Soient a,b € R. Soit E = C%[a,b],R). Soit w : [a,b] — R* continue. Pour f,g € E, on note

(flg) = f: fgw. Pour n € N, on note f,, : t +— t". On note (P,) la suite de E obtenue apres
l'orthonormalisation de la suite (fy,).

1. Soit n € N. Montrer que P, admet n racines distinctes sur |a, b[ qu’'on note 1, ..., zp.

2. Montrer qu’il existe un unique (a1, ...,a,) € R" tel que
b n
VP € Ry, 1]X], / w(t)P(t) dt = apP(zy).
a k=1
3. On suppose qu’il existe (y1,...,yn) € R™ et (51,...,0n) € R™ tels que

b n
VP € Ry, 1[X], / w(t)P(t) dt = BeP(yr).
a k=1

Montrer que les réels yi, ..., y, sont les racines de P,.
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Solution 10

1. Notons z1,...,z, les racines de P, qui sont dans ]a,b[ et qui sont de multiplicité m1,...,m,
impaires. Ces racines sont les racines “avec changement de signe” dans ]a,b[. Ainsi en posant
Q= (x—1)...(z —xp), le polynéme P,() est de signe constant sur [a, b].

Supposons, par Iabsurde, que p < n. On a alors @ € R,,_1[X] = Vect(Fp,...,P,—1) et donc
(Q|P,) = 0. wP,Q est ainsi une fonction positive continue d’intégrale nulle. Elle doit étre nulle,
ce qui n’est pas le cas (car w ne s’annule pas et un polynéme non nul n’a qu’'un nombre fini de
racines).

On en déduit que p = n et comme deg(P,) = n, on a toutes les racines, elles sont toutes dans
Ja, b et toutes simples.

2. Soit (L1, ..., Ly,) la famille de polynémes de Lagrange associée a 1, ..., x, : ce sont des polyomes
de degré <n —1 (et méme n — 1) tels que L;(x;) = J; ;.
Supposons que les oy, existent. On a alors nécessairement

b
/ wLi = Q4
a

ce qui donne l'unicité si existence.

Réciproquement, pour ce choix des ay, on a I’égalité qui est vraie pour Ly, ..., L,. Elle est aussi
vraie pour P,, XP,_1,..., X" 'P, par choix des zj et car (X¥|P,) =0sik <n—1 (P, est
orthogonal aux Py, ..., P,—1 qui engendrent R,,_;[X]). Finalement elle est vraie sur

Vect(Ll, Ceey Lnfl, Pn, XPn, v ,Xn_lpn) = Rnfl[X] D Panfl[X] = Rgnfl[X]

3. Supposons, par I’absurde, que les y; ne sont pas deux a deux distincts. Quitte a renuméroter,
on peut supposer qu’il y a p < n des y; qui sont distincts et que ce sont yi,...,y,. L’égalité
avec P = (X —y1)*... (X —yp)? (qui est bien de degré < 2n —1) donne [PwP =0. Or wP est
continue, positive et non nulle et ceci est impossible.

Ainsi, les y; sont deux a deux distincts et on peut noter L1, ..., L, les polynémes de Lagrange
associés. En appliquant 1’égalité avec L? (de degré < 2(n — 1)), on en déduit que 3; > 0.

En appliquant 1’égalité avec P, X Py, ..., X" 1P, on obtient que (81 Pn(y1),-- -, BuPn(yn)) est
dans le noyau de la matrice de Vandermonde V(yi,...,y,) qui est inversible (car les y; sont
distincts). Ce vecteur est donc nul et comme les 3; sont différents de 0, ce sont les P,(y;) qui
sont nuls. Les y; sont alors les racines de P,.

L’unicité des 3; a été vue en question précédente.

Planche 11
Pour n, k € N, on note d,, j, le nombre de permutation de [1,n] avec k points fixes. On pose

o0
dn,O n
f:rz— E —=z".
n!
n=0

1. Montrer que f est définie sur | —1,1[ et que e” f(z) =1/(1 — ).

2. En déduire que

3. Soit n > 0. On prend une permutation de [1,n] aléatoirement et on note T, la variable aléatoire
correspondant a son nombre de points fixes. Déterminer la loi de T5,.
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Solution 11

1. I y a moins de permutations sans point fixe que de permutations et donc d,o < n!. Ainsi

0< dflio < 1 et la série entiere associée est au moins de rayon de convergence égal a 1. On peut
donc poser
+00 d
n,0
v 6] - 171[7 f($) = Z Fxn
n=0

exp étant DSE de rayon de convergence infini (et donc > 1) on a (produit de Cauchy)

o

Ve e] —1,1], e f(m)—chxn avec cn—kzok'F an< > n—k.0

n=0

On note By l'ensemble des permutations de [1,n] ayant exactement k points fixes. Les By
forment une partition de I’ensemble des permutations de [1,n] et donc

n

n
nl =Bl = dny
k=0

k=0

Choisir un élément de By, c’est choisir les points fixes c’est a dire k éléments et permuter sans
point fixe les n — k autres éléments. On a donc |By| = (})dn—k (valable si k = n car B,, = {Id}
est de cardinal 1 = ap). On a ainsi

On obtient donc ¢, = 1 et ainsi

Vo] - 11, " f(z) =) a" =
n=0

671
11—z

2. On vient de voir quef(x) = et on peut utiliser & nouveau le résultat sur le produit de séries

entieres :
A4 dn d (=1*
x €l —1,1], Z " avec ”_Z u
k=0
Par unicité des DSE, on a donc
~ (=1)*
dno = n! k!
k=0

3. On a bien stur 7,,(Q2) = [1,n].
Il y a n! permutations et d,, o d’entre elles menent a I’événement T;, = 0. Par équiprobabilité,

n

BT, =)= 20 -5

k!
k=0

Plus généralement, on a aussi vu plus haut que d,, j, = (Z) dp—r,0- Ainsi

Bz, — ) - Wlecsn _ LS CD

=0
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Planche 12
Etudier la nature de la série de terme général

ﬁ VEsin(1/VEk).
k=1

Solution 12
On a tout d’abord

Visin(1/VE) =1~ o +0 (;)

et donc

ln(\/Esin(l/\/E)) = —é +wy avec wy = O (;2)

wy, est le terme général d’une série convergente et on note s sa somme.
On montre classiquement I'existence d’une constante ~y telle que > p_; + = In(n) + v + o(1).
On en déduit que

In(a,) = —é In(n) — % + s+ o(1)

et en composant par ’expontentielle

ap ~ avec K =exp(—y/6+s) >0

nl/6
Par théoréme de comparaison des séries positives, > (a,) diverge.

Planche 13
Résoudre I’équation différentielle

4y + 4y + 5y = e/ % sin(x).

Solution 13

On a une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2 a coefficients constants. L’équation car-
actéristique en est 472 + 4r + 5 = 0 dont les solutions sont —% + 4. L’ensemble des solutions de
I’équation homogene est ’espace vectoriel engendré par les deux fonctions

©1 @ x> e 2cos(z) et @y ¢ @ e 2 sin(x)

. . PN , . , N —_Z g
On cherche une solution particuliere de I’équation avec second membre égal & e~ 27" sous la forme

cre” 21T avec ¢ € C puis on en prend la partie imaginaire. On obtient la solution particuliere
Tr _z
T —ges cos(z)
Planche 14

Soit M € Op(R). Pour n > 1, on pose

1 n—1
k=0
1. Trouver la limite de la suite (A, X) si X est un point fixe de M.

2. Montrer que RP = ker(M — I,) &+ Im(M — I,).

3. Trouver la limite de la suite (A4, X) si X € Im(M — I,,).
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4. Etudier la suite (A4,).

Solution 14
1. Si MX = X alors Vn, A, X = X et la suite est convergente de limite X.

2. Notons u ’endomorphisme canoniquement associé a M, qui est un automorphisme orthogonal,
et v =u —Id (de matrice M — Ip,).
Soient y = v(x) € Im(v) et z € ker(v). On a (noter que u(z) = z car v(z) = 0)

(ylz) = (u(z) —x]z) = (u(@)|2) = (2|2) = (u()|u(2)) - (z]2) = (z]2) = (2]z) =0

Ainsi Im(v) et ker(v) sont orthogonaux. Ils sont donc en somme directe. Par théoréme du rang
et un argument de dimension, ils sont donc supplémentaires. Ils sont finalement supplémentaires
orthogonaux. On a donc

RP = ker(M — I,) @ Tm(M — I,)

3. Soit z = v(a) = u(a) — a € Im(v).

1 i 1 K i u(a) @
Syt = Y @) —ut(a) = -2
k=0 k=0
Comme u conserve la norme, ||u"(a)| = ||a|| et le membre de droite est de limite nulle. En

revenant aux matrices,
VX €eIm(M —1,), lim A,X=0
n——+00

4. Soit X € R™. On peut donc décomposer X =Y + Z avec Y € ker(M — I,) et Z € Im(M — I,).
Les questions précédentes montrent que A, X = A,Y + A, Z converge vers Y qui est le projeté
orthogonal de X sur ker(M — I,).
Pour chaque vecteur E; de la base canonique de R", on convergence de A, FE; qui est la colonne
numéro i de A, et donc convergence de chaque suite coordonnées de A,,. Ainsi, (4,) converge.
Sa limite est la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur ker(M — I,,).

Planche 15
Etudier la convergence de la série

(=n"
;2:3 n+ 2sin(n3)’

Solution 15
On a

(-1 :<1w<y+%mm%>*:<1w+0(1>

n + 2sin(n3) n n n n?
C’est le terme général d’une série convergente (somme d’une série convergente par regle spéciale et

d’une série absolument convergente).

Planche 16
Pour n > 1, on pose

fn @ x €[—7, ] —> sin (%) :

Etudier les convergences simple et uniforme. Etudier la série

(=" /vn
Z/o fn(z) dz

n>1
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Solution 16
On a immédiatement convergence simple de (f,,) vers la fonction nulle. De plus, comme |sin(u)| < |ul,

T
”anoo,[fﬂ,Tr] < E —0

et la convergence est uniforme sur [—7, 7.
Le calcul donne immédiatement

/O<-1>w77 £ (2) domn <1 _ cos(<(;31/)2n>> ~

ce qui est le terme général d’une série convergente par théoréme de comparaison pour les séries
positives.

Planche 17
Soient n € N* et P € C,,[X]. On suppose que P posseéde n racines distinctes qu’on note 1, ..., Zy.

Calculer
P//
S = E .

Solution 17
Quitte & normaliser P (ce qui ne changera rien au résultat final ou on considére un quotient), on peut

supposer P unitaire et on a alors
n

i=1
d
P’ est aussi scindé : P’ =n [[ (X —y;)", avec les y; distincts des z; (sinon, les x; seraient racines
j=1
multiples de P).
On a alors .
P// m]
P e
P ‘= X —yj
et ; .
n n
m 1 P'(y;)
S = J M — (—m- J -0
i:l;mz_y] ;( J;y]_xz> ,]:Zl jP(y])
Planche 18

1. Soit A € R. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe A € A, (R) telle que
A% =\,

2. Soit S € §,(R). Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe A € A, (R) telle
2 _
que A® = \S.

Solution 18
1. Supposons qu'il existe A antisymétrique telle que A% = \I,,. Comme A? = —tAA,
VX, AIX|? = (X]A2X) = H(AX)(AX) = —[|[AX|* <0

En prenant X # 0, on en déduit que A < 0. Par ailleurs, 0 < det(A?) = det(A4)? = A\". Ainsi,
soit A = 0 soit n est pair.
Réciproquement, si A = 0 alors A = 0 convient.

Si A < 0 et n est pair alors A = diag(v/—\Ja, ...,V —AJ2) avec Jy = <(1)

0 ) convient.
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2. Omn exclut le cas A = 0 pour lequel A = 0 convient.
S étant symétrique réelle, il existe une matrice orthogonale P telle que P~1SP = diag(diI,,,, . . ., diIy,)
avec les d; deux a deux distincts.
Supposons que 'on puisse trouver A antisymétrique telle que A?> = \S. Comme A # 0, A et S
commutent et les sous-espaces propres pour S sont stables par A. On a alors P~'AP = A; qui
est de la forme A = diag(Mi, ..., My) avec des M; antisymétriques et telles que Mf = Xd;lp,.
On est ramenés au cas précédent. Les d; non nuls doivent étre du signe opposé a A et les n;
associés doivent étre pairs.
La réciproque ne pose alors pas de probleme (en définissant A; par blocs et en revenant & A en
faisant le changement de base).

Planche 19
Etudier la série

Solution 19
On note u,, le terme général de la série et S,, la somme partielle d’ordre n de la série. On remarque
tout d’abord que

(p+1)2-1 (P11

= = (—1)P —

b= 3 w1y Y

n=p? n=p?
Une comparaison série-intégrale donne
(P+1)? g P+D? g 1 1

< < - =
/pz Tz = vl < /p2 x  p?* (p+1)?

Or,

(p+1)?
/ Mlen(1+1)=2+O<12)
2 x p p p

Dans le membre de droite de la double inégalité, les deux autres termes sont dominés par 1/p? et ainsi

2 1
v :+O<>
ol =2 pe

w20 (5)

et c’est le terme général d’une série convergente (sommes des termes généraux d’une série convergente
par regle spéciale et d’une autre absolument convergente).

Sy, est entre deux sommes partielles consécutives de Y (v,) (en notant T, la somme partielle d’ordre
p de cette série, Sy, est entre T),,| et 1), 41). Comme } (v,) converge, (Sy) aussi.

ou encore

Planche 20
On pose
prr>e— —.

Montrer que ¢ est une bijection. On note v sa bijection réciproque. Donner la nature de la série

22 1/4(n).
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Solution 20
@ est dérivable sur [e, +00] et
In(z) —1
) —
Po) = e

Cette quantité est > 0 sur |e, +00[ et la fonction ¢ est strictement croissante sur cet intervalle et aussi
sur [e, +oo[ par continuité.

Elle réalise donc une bijection de [e,4+o00[ dans [p(e),lim;o @[= [e,+00[. On note ¢ la bijection
réciproque.

L’application 1/t est positive décroissante. Par théoréme de comparaison série-intégrale, la série
proposée a méme nature que l'intégrale de v au voisinage de +o0o. v étant de classe C! et bijective
de [4, +oo[ dans son image, on peut poser u = 1 (t) pour obtenir

T o(z) 7
[,
Y(t) v U

ow) 1
u  uln(u)
donc pas intégrabilité au voisinage de 400 et la série proposée diverge.

— uln(lu)Q) se primitive en In(In(u)) + ﬁ qui admet une limite infinie en +00. On n’a

Planche 21
Soit ¢ : RT — R continue et intégrable sur R, . On consideére 1’équation différentielle sur R

y"(t) +a(t)y(t) = 0. (E)
1. Soit y une solution bornée de (E). Montrer que y' — 0 en +o0.

2. En déduire qu’il existe au moins une solution non bornée.

Solution 21

1. On a y/(t) )+ ft "(u) du = y'( fo ) du. Comme ¢ est intégrable et y bornée,
qy est 1ntegrable et y admet donc une hmlte ﬁnle E en +oo. Si, par I'absurde, £ # 0 alors 3’ n’est
pas intégrable au voisinage de +o00 et etant localement de signe constant, ademt une intégrale
de limite infinie en +00. Comme y(¢ ) + fo ) du, ceci contredit le caractere borné de
y. On a donc montré que

. /
tilgrnoo y (t) =0

2. Supposons (par I'absurde) que toutes les solutions de (E) soient bornées. Notons (u,v) une
base de solutions. Le wronskien associé est W = uv’ — v'u et vérifie W' = 0. Par ailleurs, la
question précédente indique que W est de limite nulle en +00. W est donc nul et ceci contredit
I'indépendance de (u,v). (E) possede donc une solution non bornée.

Planche 22
Pour toute f € CY(]0,1],R), on pose

a(f) {[0,1] SR

T fol min(z,t)f(t) dt
1. Montrer que 'application u est un endomorphisme.

2. Donner ses valeurs et vecteurs propres.

Solution 22
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1. Soit f continue sur [0, 1]. Remarquons que

x 1
ul(f)() = /0 ) i [ (o) de

u(f) est ainsi continue, en particulier car x f;ﬁ fetax— fxl f sont continues (car f est continue
donc continue par morceaux).
La linéarité de u (u(f1 + kf2) = u(f1) + ku(f2)) découle de la linéarité du passage a l'intégrale.
u est ainsi un endomorphisme.

2. On peut en fait dire que x — f(f tf(t) dt et x — flx f sont des primitives de t — f(t) et de f sur
[0,1] (par théoréme fondamental avec f continue). Ainsi, u(f) est de classe C! et

1 1
u(f) (@) = of (@) — xf(x) + / £(t) dt = / £(t) dt

et donc u(f) est de classe C? avec

ul(f)'(@) = — ()
Si u(f) =0 alors u(f)” =0 et donc u est affine, du type x — ax + b. De plus, avec I'expression
de u(f), u(f) (1) =0 et donc a = 0. Enfin u(f)(0) = 0 et donc b = 0. Finalement, f =0 et u
est injective et 0 n’est pas valeur propre.
Soit A # 0 une valeur propre et f un vecteur propre associé. On a alors u(f) = Af et donc
f= %u( f) qui est de classe C2. En dérivant deux fois, on obtient

M= u(f)' =~
On a aussi 0 = u(f)(0) = Af(0) et donc f(0) = 0 (car X\ # 0) et 0 = u(f) (1) = Af/(1) ce qui
entraine de méme f’(1) = 0.
La résolution de I’équation amene a distinguer les cas.
- Si A >0, en posant w = /1/\, il existe des constantes a, b telles que
Vz, f(z) = acos(wz) + bsin(wz)

Comme f(0) =0, a = 0. Puis comme f'(1) =0, bwcos(w) =0. Siw ¢ § +7Z, b =0 et
f est nulle ce qui est exclus pour un vecteur propre. Il faut donc que w ¢ 5 + 7Z et le
sous-espace propre associé est inclus dans x +— sin(wz).

- Si A <0, en posant w = y/—1/], il existe des constantes a, b telles que
Vz, f(z) = ach(wz) + bsh(wz)

Comme f(0) =0, a = 0. Puis comme f'(1) =0, b =0. f est nulle ce qui est exclus pour
un vecteur propre.

A ce niveau, on a
1
Sp(u) C {, k € N}
(5 + km)?
(on peut se limiter & k € N car pour k € Z™*, on retrouve les mémes valeurs). De plus chaque
sous-espace propre est inclus dans une droite vectorielle. La réciproque est une vérification.

Planche 23
Soient m,n € Net a,b € R tels que 0 < a < b. Pour o € R™, on pose

Ala) = / () g,

(0% tn

Déterminer la limite de A(a) quand o — 0.
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Solution 23

Je distingue les cas selon la valeur de n — m.
-t smt# est continue sur R™ et équivaut en 0 & tn%m C’est donc une fonction intégrable au
voisinage de 0 si n —m < 1. Dans ce cas, A(«) est immédiatement de limite nulle.

ba 4m ba :.m _4m
A(a)/ tdt:/ Mdt

a t" a tr

- On a aussi

Par ailleurs,
sin™(t) —t"™ L, ((sin@®)\" ) 1 oMy 1
tn =t (( t ) 1) T gn—m ((1 + O(t )) 1) =0 fn—m—2

Sin—m =1 alors f:g % dt = In(b/a) et le terme ci-dessus est intégrable au voisinage de 0.

Dans ce cas A(«a) — In(b/a).

- Il reste le cas n —m > 2. Pour « assez petit et t € [ac, ba], on a |sin(t)| > 2¢ (par concavité de
sin sur [0, 7/2] et imparité). Ainsi

tm—n+1

tnfm

om /ba dt |: 1 ba B am—n—i—l (am—n—i—l _ bm—n+1)

m-—n-+1 ac n—m-—1

Comme m —n + 1 < 0, cette quantité tend vers +oo quand a — 0.

Planche 24
Soient A € S,(R) et B € M, (R). On suppose B = A3 + A + I,,. Montrer que A est un polynéme en
B.

Solution 24
Par théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P, des scalaires di,...,d; deux a deux
distincts et des entiers nq,...,n; tels que

P YAP = diag(di1,, - . ., dp1n,)

B commute avec A et les sous-espaces propres de A sont donc stables par B. Ainsi, P"'BP =
diag(Bs, ..., Bi) avec B; carrée de taille n;.
La relation B = A% + A + I,, donne alors

Vi, By = (d} 4+ d; + 1)1,

Par interpolation, il existe un polynome Q tel que Vi, Q(ds + d; + 1) = d; (il suffit de se limiter & des
d; distincts, car t + t3 4+t + 1 est injective). On a alors d;I,, = Q(B;) et A = Q(B).



