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DL11*

Soit n un entier supérieur ou égal & 1. On note :

o M,,1(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles a n lignes et 1 colonne.

o M, (R) le R-espace vectoriel des matrices carrées réelles a n lignes et n colonnes.
e GL,(R) I’ensemble des matrices inversibles de M, (R).

o ‘M la transposée d’une matrice M.

e I, la matrice unité de M,,(R).

e S, (R) l'ensemble des matrices symétriques de M,,(R).

e S (R) 'ensemble des matrices symétriques positives de M,,(R), c’est & dire 'ensemble des matrices
S de 8§, (R) vérifiant :
VX € Mp1(R), 'XSX >0.

e STT(R) I'ensemble des matrices symétriques définies positives de M,,(R), c’est & dire I’ensemble des
matrices S de S,,(R) vérifiant :

VX € M, 1(R)\ {0}, ‘XSX >0.

Le but du probléeme est d’introduire et d’étudier la notion de racine carrée d’une matrice de M,,(R) :
si A est une matrice de M,,(R), on dit que R est une racine carrée de A si R? = A.

La premiere partie propose de montrer qu'une matrice donnée peut admettre une infinité de racines
carrées ou n’en avoir aucune. La seconde partie montre ’existence et 1'unicité d’une racine carrée
symétrique positive de A lorsque A est symétrique positive et introduit la notion de valeur absolue
d’une matrice symétrique réelle. Enfin la derniére partie est consacrée a ’étude d’un algorithme de
calcul de la racine carrée d’une matrice symétrique définie positive.

Partie I

Pour a réel, soit M, la matrice de M3(R) donnée par :

1 1—4a —1+4a
M,=1|1-3a —14+2a 2+a
—3a —2—a 3+4a

et f, I'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est M,.
1. Déterminer suivant les valeurs de a, le rang de la matrice M, — (14 3a)I3. Quelle valeur propre
de M, met-on ainsi en évidence ? Préciser la dimension du sous-espace propre associé.
1

2. Montrer que V = | 1| est vecteur propre de M,, puis déterminer les valeurs propres de M,.
1
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3. (a) Montrer que pour tout réel a, M, est trigonalisable.
(b) Déterminer I’ensemble des valeurs de a pour lesquelles M, est diagonalisable.
4. Dans cette question, on suppose a = 1.

(a) Déterminer P inversible et D diagonale dans M3(R) telles que P~1M; P = D, puis déterminer
une racine carrée de Mj.

4
(b) Montrer que ma matrice m = <0 Z) admet une infinité de racines carrées dans Mas(R).

(¢) En déduire que M; admet une infinité de racines carrées dans M3z(R).

5. Dans cette question, on suppose a = 0 et on pose N = My — I5. Calculer N? et en déduire
I'existence de « et [ réels tels que als + SN soit une racine carrée de My dans M3(R).

6. Dans cette question, on suppose a = —% et on note u = f_1.
3
T T 0
(a) Déterminer tous les éléments X = | y | de M3 1(R) telsque M_1 |y | = |1
3
z z 1

(b) Déterminer une base B de R? telle que la matrice de u dans cette base soit
010
U=10 0 0
0 01

(c) Déterminer les matrices commutant avec U. En déduire que U ne possede pas de racine
carrée dans M3(R).

(d) La matrice M_1 possede-t-elle une racine carrée dans M3(R)?
3

Partie 11

1. Soit ay,as,...,a, n réels distincts deux a deux et ¢ Papplication de R,,_1[X] dans R™ définie
par :

2 Q = (Q(a1)7 Q(a2)7 ) Q(an))
(a) Montrer que ¢ est une application linéaire injective.

(b) En déduire que quels que soient les réels by, ba, ... ,by,, il existe un unique polynéme @ de
Ry,—1[X] vérifiant :
Q(a1) = b1, Q(az) = b, ..., Q(an) = by.
2. Soient f et g deux endomorphismes de R™ diagonalisables et vérifiant fog=go f.
(a) Démontrer, sans se contenter d’énoncer le résultat du cours, que tout sous-espace propre de
f est stable par g.

(b) Soient A1, Az,...,A, les valeurs propres distinctes de f et Ey,, E),,...,E), les sous-espaces
propres de f respectivement associés. Pour tout 7 € {1,2,...,p}, on note g; 'endomorphisme
de E), induit par g. Montrer que pour tout ¢ € {1,2,...,p} il existe une base B; de E},
formée de vecteurs propres de g. En déduire qu’il existe une base B de R" telle que les
matrices de f et g dans cette base soient toutes deux diagonales.

3. Soient A et B deux matrices de M, (R) diagonalisables et vérifiant AB = BA. Montrer qu’il
existe P € GL,(R) telle que P~'AP et P~!BP soient toutes deux diagonales.

4. (Question de cours...) Soit S € S,(R).

(a) Montrer que S est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives.
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(b) Montre de méme que S est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
strictement positives.

5. Soit S € SF(R). On note A, A2,...,0p, p € {1,2,...,n}, les valeurs propres deux & deux
distinctes de S.

(a) Montrer qu’il existe un unique polynéome ) de degré inférieur ou égal & p — 1 vérifiant :
Vk e {1,2,....p}, QM) = V.

(b) Montrer que Q(S) est symétrique positive.

(c) Montrer que (Q(S))? = S.

(d) On souhaite montrer 1'unicité d’une matrice symétrique positive qui soit une racine carrée
de S. Soit donc T' € S (R) telle que T? = S.

Montrer que T' commute avec S puis avec Q(S) et conclure.
L’unique matrice symétrique positive racine carrée de S est alors notée v/S.

(e) Dans cette question, on suppose que S admet seulement deux valeurs propres distinctes A
et A\a. Montrer que :

VS 1S + VAidal,].

1
VAV
6. Soit S € S,(R).

(a) Montrer que S? € S (R). On note alors |S| = V52 et cette matrice est appelée valeur
absolue de la matrice S.

(b) Montrer que les matrices |S|+ S et |S| — S sont dans S, (R).

. 1 3 1 -3
(c) Soit S; = <3 1) et So = <_3 1). Calculer |S7| et |Sa.

PARTIE III

Soit @ un réel strictement positif. On considere les deux suites réelles (ag)ren et (bg)ren définies par
leurs premiers termes ag = a et by = 1 et les relations de récurrence :

1 1 1 1
k L P Ty (e
W €N, ag+1 5 (ak-f-bk), k+1 5 ( k;+ak>

1. Montrer que pour tout k € N, a; > 0 et by > 0.
2. On définit les suites (ug)ken et (vk)ken en posant pour tout k € N, uy = agby et v, = ‘;—:.
(a) Etudier la suite (vg)gen-
(b) Etablir une relation de récurrence vérifiée par les termes de la suite (ug)gen.
(¢) Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal a 1, up > 1.
(d) Etudier la convergence de la suite (uy)ken.

3. Déduire des questions précédentes que les suites (ag)ren et (bg)ren convergent et préciser leurs
limites respectives.

4. (a) Montrer que toute matrice symétrique définie positive est inversible.

(b) Montrer que l'inverse d’une matrice symétrique définie positive est symétrique et définie
positive.

¢) Montrer que la somme de deux matrices symétriques définies positives est symétrique définie
positive.
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5. Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n. On considere les deux suites de
matrices (Ax)ken et (Bg)ren définies par leurs premiers termes Ay = A, By = I, et les relations
de récurrence :

1 1
VhEN,  Axn=g(A+BpY), B =g(Br+ AL

Montrer que pour tout k € N, Ay et By sont symétriques définies positives.
6. Soit D diagonale et P orthogonale telle que A = PDP~!.
(a) Montrer que D est symétrique définie positive.

(b) On pose pour tout k¥ € N, D, = P~ 1A, P et Ay = P~ B, P. Montrer que les matrices Dy,
et Ay sont des matrices diagonales inversibles vérifiant :

1 _ 1 _
Do =D, Ag= Iy, Dyy1 = §(Dk +AD, Apsr = E(Ak + D).

(¢) Montrer que les suites (Dg)ren et (Ag)gen sont toutes deux convergentes dans M, (R) et
préciser leurs limites.

7. (a) Montrer que I'application de M,,(R) dans lui méme qui & M associe PM P! est continue.

(b) En déduire que les suites (Ag)ren et (Bg)ken sont aussi convergentes dans M, (R) et préciser
leurs limites.



