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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS VECTORIELLES

E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie. A est une partie non vide de E. Les
fonctions étudiées dans ce chapitre sont définies sur A et a valeurs dans F'. On suppose que E et F'
sont munis de normes ||.||g et ||.| .

1 Modes de convergence pour les suites de fonctions.

1.1 Convergence simple.

Définitions : soit (f,) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F'.
e On dit que (f,) converge simplement sur A si et seulement si pour tout € A, (f,(x)) est une
suite convergente dans F'.
e Si (f,) converge simplement sur A, on note f : A — F, x — ngrfoofn(x) f est appelée la

limite simple de (f,) sur A (f est unique pour A donné). On dit aussi que (f,,) converge
simplement vers f sur A.

Les normes d’un K-espace vectoriel de dimension finie étant toutes équivalentes, la convergence d’une
suite ne dépend pas de la norme choisie et donc la notion de convergence simple non plus.
1.2 Convergence uniforme.

Définition : soit (f,) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F. On dit que (f,)
converge uniformément sur A si et seulement s’il existe f : A — F telle que

Ve e RL, dng e N, Vne N, n>ny = (Vo € A, [[f(z) — fulz)||F < e).

On note B(A,F) lensemble des fonctions bornées définies sur A a valeurs dans F. Pour tout
f € B(A,F), on note ||f|lec = sup||f(x)||F. ||-||lcc est une norme sur le K-espace vectoriel B(A, F).
z€A

Deux normes équivalentes ||.||r et ||.||= sur F induisent deux normes ||.||o €t ||.||5 qui sont équivalentes.

On peut réécrire la définition de la convergence uniforme : soit (f,) une suite de fonctions définies
sur A a valeurs dans F'. On dit que (f,) converge uniformément sur A si et seulement s’il existe f :
A — F telle que

Vee Ry, InpeN, VneN, n>ng = (fu —fEBAF)et|f— fullo <e)

ou encore plus simplement : soit (f,) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F'. On dit
que (fn) converge uniformément sur A si et seulement s’il existe f : A — F telle qu’a partir d'un
certain rang ng, f — fn € B(A, F) et (||f — fulloo)n>n, converge vers 0.

Proposition 1

Soit (fy) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F.

Si (fn) converge uniformément sur A, alors (f,,) converge simplement sur A, et donc le f de la définition
est unique, c’est la limite simple de (f,) sur A. On dit que (f,) converge uniformément vers f sur A.

Proposition 2
Soit (fy) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F', bornées.
La suite (f,,) converge uniformément sur A si et seulement si elle converge dans (B(A, F), ||.]|c0)-
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Définitions soit (fy,) une suite de fonctions définies sur A & valeurs dans F.
e On dit que (fy,) converge uniformément sur B C A lorsque la suite (fy|,,) converge uniformément
sur B.
e On dit que (f,,) converge uniformément au voisinage de a € A s'il existe un voisinage de a sur
lequel elle converge uniformément.
e On dit que (f,) converge uniformément au voisinage de tout point de A si elle converge
uniformément au voisinage de a, pour tout a € A.

Remarques

1. La convergence uniforme sur A implique la convergence uniforme au voisinage de tout point de

A.

2. La convergence uniforme au voisinage de tout point de A implique la convergence simple sur A.

2 Permutation de limites.

2.1 Continuité

Proposition 3
Soit (f,) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F. Soit f : A — F. Soit a € A. On
suppose :
(i) la suite (f,) converge uniformément vers f sur A
(i) chaque f,, est continue en a.
Alors f est continue en a.

Proposition 4

Soit (fy) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F. Soit f : A — F. On suppose :
(i) la suite (f,) converge uniformément vers f sur A
(ii) chaque f,, est continue sur A.

Alors f est continue sur A.

Théoréme 1

Soit (f,) une suite de fonctions définies sur A a valeurs dans F. Soit f : A — F. On suppose :
(i) la suite (fy,) converge uniformément vers f au voisinage de tout point de A
(ii) chaque f,, est continue sur A.

Alors f est continue sur A.

2.2 Théoréme de la double limite.

Théoreme 2
Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur A & valeurs dans F. Soit f : A — F. Soit a € A. On
suppose

(i) (fn) converge uniformément vers f sur A

(ii) Vn € N, f = I

alors (l,,) admet une limite [ dans F et f — [ i.e.
a
tiy (o)) = (g o).

Le résultat est encore valable si A C R n’est pas majoré et a = 400 ou si A C R n’est pas minoré et
a = —00.
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3 Intégration et dérivation

Dans cette section, £ = R et A = I est un intervalle de R, non vide et non réduit & un point.

3.1 Intégration sur un segment

Proposition 5

Soit ( f,) une suite de fonctions définies et continues sur I & valeurs dans F. Soit f: [ — F. Soit a € I.
On suppose que (f,) converge uniformément sur tout segment de I vers f. On note, pour n € N, G, :
x> [T fa(t)dt et G : x— [T f(t)dt. Alors (Gy) converge uniformément vers G sur tout segment de 1.

Théoréme 3
Soit (fy) une suite de fonctions définies et continues sur I = [a,b], avec a < b, & valeurs dans F'. Soit
f: I — F. Silasuite (f,) converge uniformément vers f sur [a, ], alors

/abfnn_ﬁ_oo/abf'

3.2 Dérivation d’une limite de suites de fonctions.

Théoréme 4
Soit (f,) une suite de fonctions de classe C! sur I intervalle de R & valeurs dans F. On suppose que
(fn) converge simplement sur I vers f et que (f}) converge uniformément sur tout segment de I.
Alors (f]) converge simplement sur /. On note g sa limite simple. (f,) converge uniformément vers
f sur tout segment de I, f est de classe C! sur [ et f' =gie. ( lim f,)(z)= lim f'(z).

n—-+oo n—-+oo

Théoréme 5 (Dérivation version C*)
Soit k € N*. Soit (f,) une suite de fonctions de classe C*¥ sur I intervalle de R & valeurs dans F.

On suppose que pour tout [ € [0,k — 1], ( j‘}gl)) converge simplement sur I et que ( f,gk)) converge
uniformément sur tout segment de I. On note f la limite simple de (f,,) sur I.

Alors pour tout [ € [0,k — 1], ( ,(Ll)) converge uniformément sur tout segment de I, f est de classe C*
sur I et pour tout I € [ 1, k], pour tout = dans I, f(z) = liT f,sl)(az).
n—-+0oo

4 Séries de fonctions.

4.1 Modes de convergence.

Définitions soit Y f,, une série de fonctions définies sur A a valeurs dans F.
e On dit que ) f,, converge simplement sur A si et seulement si pour tout z € A, > f,(z) est une
série convergente dans F'.

+o00
e Si ) f,, converge simplement sur A, on note f : A — F, x+— > fo(x). f est appelée la somme
n

=0
de Y fn sur A.
e On dit que ) f,, converge uniformément sur A lorsque la suite de ses sommes partielles converge
uniformément sur A.

Proposition 6
Soit Y f une série de fonctions définies sur A a valeurs dans F.
Si > fn converge uniformément sur A, alors > f,, converge simplement sur A.
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Définition : soit Y f,, une série de fonctions définies sur A a valeurs dans F. On dit que Y f,, converge
normalement sur A lorsque chaque f,, est bornée sur A et lorsque >’ || fn|loo converge.

Proposition 7
Soit Y f,, une série de fonctions définies sur A a valeurs dans F'.
Si ) fn converge normalement sur A, alors ) f,, converge uniformément sur A.

4.2 Continuité.

Théoreme 6

Soit > f, une série de fonctions continues sur A C E a valeurs dans F'.

On suppose que ) f, converge uniformément au voisinage de tout point de A, alors ) f,, converge
simplement sur A et sa somme est continue sur A.

4.3 Intégration.

Théoreme 7

Soit Y f, une série de fonctions continues sur [a, b] un segment de R & valeurs dans F.

On suppose que Y f,, converge uniformément sur [a, b].

Alors S fn converge sirnplernent sur [a, b] et sa somme S est continue sur [a,b]. On a de plus

fonconvergeet fon fSle Zf fn(x da:—f an

n=0a

4.4 Dérivation.

Théoréme 8

Soit 3° f,, une série de fonctions de classe C! sur I intervalle de R & valeurs dans F. On suppose que
> fn converge simplement sur I et que Y f/, converge uniformément sur tout segment de I.

Alors Y f] converge simplement sur I, on note T sa somme ; si on note S la somme de la série de
fonctions 3 f,, 3 fn converge uniformément sur tout segment de I, S est de classe C! sur I et pour

+o0 ! +oo
tout = dans I, S'(z) = T(z) i.e. (T;O fn> (x) = ngo 1l(z).

Théoréme 9 (Version C*)
Soit k € N*. Soit >_ f, une série de fonctions de classe C¥ sur I intervalle de R & valeurs dans F.

On suppose que pour tout [ € [0,k — 1], > f,(ll) converge simplement sur I et que »_ f,(lk) converge
uniformément sur tout segment de I. On note S la somme de »_ fj,.

Alors pour tout [ € [0,k — 1], > f,(ll) converge uniformément sur tout segment de I, S est de classe

CF sur I et pour tout | €[ 1,k], pour tout z dans I, S (z) = Z f ( )

4.5 Interversion limite-somme.

Théoreme 10
Soit Y f, une série de fonctions définies sur A C E a valeurs dans F. Soit a un point adhérent a A.
On suppose que Y f,, converge uniformément sur A et que pour tout n € N, f,, » 1, (I, € F).

Alors > fn converge sirnplernent sur I, on note S sa somme ; Y I, converge et si on note ! sa somme,

S_>l1e hmen() thfn()

Le résultat est encore Valable si A C R n’est pas majoré et a = +00 ou si A C R n’est pas minoré et
a = —0o0.



