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CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION

Soient E et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie.
Les applications considérées dans ce chapitre sont définies sur un ouvert U de E et a valeurs dans F'.

1 Différentielle

1.1 Dérivée selon un vecteur

Définitions Soit f : U — F. Soit v € E'\ {0}. Soit a € U.
On dit que f admet une dérivée en a selon le vecteur v lorsque ¢ — f(a + tv) est dérivable en 0.
Si c’est le cas, on appelle dérivée de f en a selon v et on note D, f(a) la dérivée en 0 de
t— fla+tv).

Remarques
1. t — f(a+ tv) est bien définie sur un voisinage de 0 car U est un ouvert.

2. Si E =R, f est dérivable en a selon v si et seulement si f est dérivable en a et si c’est le cas,

Dy f(a) = vf'(a).

Définitions Soit B = (e, ..., e,) une base de E. Soit f : U — F. Soit a € U.
Soit j €[ 1,n]. On dit que f admet une dérivée partielle en a par rapport a la j-ieme variable,
relativement a la base B, lorsque f admet une dérivée en a selon le vecteur e;.
Si c’est le cas, on appelle dérivée partielle en a suivant la j-ieme variable relativement a B, et on

note %(a) ou 0;f(a), la dérivée de f en a selon e;.

Définitions Soit f : U — F. Soit v € E \ {0}.
Si f admet une dérivée en a selon v en tout point a de A C U, on note D, f : A — F, a+— D, f(a).
C’est la dérivée de f selon v.

De méme avec les dérivées partielles relativement a une base, % pour i =1---n.
J

1.2 Application différentiable

Définition Soit f : U — F. Soit a € U. On dit que f est différentiable en a lorsqu’il existe une
application linéaire ¢ de E vers F telle que f(a + h) = f(a) + ¢(h) 4+ o(h), [h — 0], i.e.

VeeRY, IneRy, Vhe E, Wl <n = |fla+h)—fla)—e(h)| <elh].

Remarque Si une telle application ¢ existe, alors elle est unique.
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Définition Soit f : U — F. Soit a € U. Supposons f différentiable en a. L unique application linéaire
¢ E — F telle que f(a+ h) = f(a) + ¢(h) + o(h) [h — 0] est appelée la différentielle de f en a
(ou lapplication linéaire tangente en a & f) on la note df (a).

Remarque Soit (e;)1<i<p une base de F'. On note (f;)1<i<p la famille des applications coordonnées de
f dans cette base.
Alors f est différentiable en a si et seulement si pour tout ¢ € [ 1,p] f; est différentiable en a.

P
Si f est différentiable en a, alors df (a) = > dfi(a)e;.
i=1

Proposition 1
Soit f: U — F. Soit a € U. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Proposition 2
Soit f: U — F. Soit a € U. Si f est différentiable en a, alors f admet en a une dérivée selon tout
vecteur v non nul de F et

D, f(a) = df (a)(v).

Remarque : la réciproque est fausse. Il existe des fonctions possédant des dérivées selon tous les
vecteurs qui ne sont pas différentiables.

Définitions Soit f : U — F.
On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout point a de U.
Si c’est le cas, on appelle différentielle de f, et on note df, Uapplication U — L(E, F), a — df (a).

Cas particuliers
Proposition 3
Soit f: U — F, f constante. Alors f est différentiable sur U et df = 0.

Proposition 4
Soit f € L(E, F). Soit U un ouvert de E. f est différentiable sur U et df : U — L(E, F), a— f.

Proposition 5
On suppose que £ = R. Soit U un intervalle ouvert de R. Soit f : U — F. Soit a € U. f est
différentiable en a si et seulement si f est dérivable en a. Si c’est le cas, f/'(a) = df(a)(1).

Proposition 6

Soit f: U — F. Soit B = (ej)1<j<n une base de E.
(i) Soit @ € U. Si f est différentiable en a, alors pour tout j € [ 1,n] f posséde une dérivée partielle
suivant la j-ieme variable en a et

_of

- 8$j

9;f(a) (a) = df (a)(e;).

(ii) Soit a € U. Si f est différentiable en a, alors pour tout j € [ 1,n] f possede une dérivée

partielle suivant la j-ieme variable en a et

df@) : E —» F 0
j= =
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Définition Soit f : U — RP ou U est un ouvert de R™.
Soit a € U. Supposons f différentiable en a. La matrice jacobienne de f en a est la matrice
représentative de df (a) dans les bases canoniques de R™ et RP. On la note Jf(a). On a

%(a) %(a)
Jf(a) = ) € Mp,n(R)'
G2(a) - F2(a)

1.3 Opérations sur les applications différentiables

Proposition 7 (Linéarité de la différentielle)
Soient f et g : U — F. Soit (A, u) € R2.
(i) Soit @ € U. Si f et g sont différentiables en a, Af + ug est différentiable en a et

d(A\f + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a).

(i) Si f et g sont différentiables sur U, alors A\f + pg est différentiable sur U et

d(Af + pg) = Adf + pdg.

Proposition 8
Soient G et H deux R-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f: U — Fetg: U — G. Soit B: F x G — H une application bilinéaire.
(i) Soit @ € U. Supposons f et g différentiables en a. Alors B(f,g) est différentiable en a et pour
hekFE
A(B(f,9))(@)(h) = B(df(a)(h), g(a)) + B(f(a), dg(a)(h).

(ii) Supposons f et g différentiables sur U, alors B(f, g) est différentiable sur U.

Proposition 9

Soit (Ej)1<k<p une famille d’espaces vectoriels de dimension finie. Soit ( f;)1<k<p une famille d’applications
de U vers Ej, U étant un ouvert de E. Soit M : Ey x --- X B, — I, p-linéaire.

(i) Soit @ € U. On suppose chaque f;, différentiable en a. Alors M(f1,..., fp) est différentiable en a

et pour h € E,

P
A(M(fr,..., fp))(a)(h) =D M(fi(a),. .., fi-1(a),dfr(a)(h), fii1(a),. .., fo(a)).
k=

1

(ii) Si chaque f; est différentiable sur U, alors M (fi,..., f,) est différentiable sur U.

Théoréme 1 (Composition)
Soit G un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f : U — F. Soit g : V — G, avec V ouvert de
F. On suppose que f(U) C V.
(i) Soit a € U tel que f soit différentiable en a et g soit différentiable en f(a). Alors go f est
différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df (a).
(ii) Si f est différentiable sur U et si g est différentiable sur V', alors g o f est différentiable sur U.
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Proposition 10
Soit I un intervalle de R, d’intérieur non vide. Soit v : I — U. Soit f: U — F. Soit t € I. On
suppose 7y dérivable en t et f différentiable en «(t). Alors f o~ est dérivable en ¢ et

(f o) () = df (v() (v'(1))-

Interprétation géométrique

Soit I' la courbe paramétrée par ~.

Soit ¢y un paramétre régulier. T' possede une tangente en 7 (t) dirigée par v/(to). AlorsT' = f(T') courbe
image de I par f est paramétrée par fo~. Supposons que df (y(to))(7'(to)) # 0 : to est donc aussi un
paramétre régulier de T et la tangente & T en (f ov)(to) est dirigée par (f o~) (to) = df (v(to)) (Y (to))
image par df (v(tg)) de 7/(tp) qui dirige la tangente & I" en v(ty). D’olt le nom d’application linéaire
tangente pour df (y(to)).

Proposition 11

Supposons que E = R", F'=RP et G = RY.

Soit f: U — F. Soit g : V — G, avec V ouvert de F. On suppose que f(U) C V. Soit a € U.
Si f est différentiable en a et si g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a et

J(go f)la) = Jg(f(a))J f(a).

Théoréme 2

Soit G un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f: U — F. Soit g : V — G, avec V ouvert de F.
On suppose que f(U) C V. Soit a € U. Soient B une base de E et B’ une base de F. (dim(E) = n et
dim(F') = p.) On suppose f différentiable en a et g différentiable en f(a). Alors go f est différentiable

en a et pour j €[ 1,n],
d(g 8fz
8:1;J Z 856] ayz f(@))

les f; étant les applications coordonnées de f dans la base B’.

Regle de la chaine

E=R" F=RPet G=R.

Soit f: U — G, U ouvert de R".

Pouri=1---n, soit ; : V. — R, V ouvert de RP.

Onpose g: V = R" u— (x1(u),...,z,(u)). On suppose que g(V) C U. Alors f o g est définie sur
V.

Supposons f différentiable sur U et g différentiable sur V, alors f o g est différentiable sur V' et pour
i=1---p,

I(fog)
3u,;

" Ox; af
(ul,...,up):j:1 8uji(u1’ )a—%wl(ul,...,up),...,xn(ul,...,up)).

On peut écrire de maniere plus concise

of Ox;
8uz Z 8% Ou;

Exemple des coordonnées polaires
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1.4 Gradient

On suppose que E est muni d’un produit scalaire. E est donc un espace euclidien.

Théoreme 3

On suppose que E est muni d’un produit scalaire (. |.) : (E,(.].)) est donc un espace euclidien. Soit
¢ € L(E,R) une forme linéaire sur E. Alors il existe un unique vecteur v € E tel que, pour tout
r€E, ox)=(v]x).

Définition Soit f : U — R. Soit a € U. On suppose f différentiable en a. Alors df(a) € L(E,R). 11
existe donc un unique vecteur v € E tel que pour tout h € E, df(a)(h) = (v | h).
v est appelé le gradient de f en a et est noté V f(a).
On a donc

Vhe E, df(a)(h) = (Vf(a)]|h)

Proposition 12
Soit f: U — R. Soit a € U. On suppose f différentiable en a. Soit B = (e;)i<i<n une base
orthonormée de E. Alors

Proposition 13
Soit f: U — R. Soit @ € U. On suppose f différentiable en a et Vf(a) # 0. v — D,f(a) est
1

maximale sur {v € E | ||[v|| =1} en v = me(a) et uniquement en ce vecteur.

Interprétation géométrique : V f(a) donne la directions selon laquelle f croit le plus vite au voisinage
de a.
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2 Applications de classe C!

2.1 Définition, lien avec les dérivées partielles

Définition Soit f : U — F. On dit que f est de classe C' sur U lorsque f est différentiable sur U et
lorsque df est continue sur U.
On note C'(U, F) I'ensemble des fonctions de classe C! sur U & valeurs dans F.

Théoréme 4
Soit f : U — F. Soit B une base de E. f est de classe C! si et seulement si f possede des dérivées
partielles relativement a B en tout point de U et ces dérivées partielles sont continues sur U.

2.2 Opérations algébriques sur les applications de classe C!

Proposition 14
CY(U, F) est un sous-espace vectoriel de (F(U, F),+,.).

Proposition 15

Soient G et H deux R-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f: U — F et g : U — G. Soit
B : F x G — H une application bilinéaire. On suppose que f € C'(U, F) et g € C1(U,G). Alors
B(f,g) € CY(U, H).

Proposition 16

Soit (Ej)1<k<p une famille d’espaces vectoriels de dimension finie. Soit ( f;)1<k<p une famille d’applications
de U vers Ey, U étant un ouvert de E. Soit M : Fy x --- x E, — F, p-linéaire.

Si chaque f est de classe C! sur U, alors M(f1,..., f,) est de classe C* sur U.

Théoréme 5 (Composition)
Soit G’ un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € CY(U, F) et g € CY(V,G), V ouvert de F,
avec f(U) C V. Alors go f € CH(U,G).

2.3 Lien avec l’intégration

Théoréme 6
Soit f : U — F une fonction de classe C! sur U. Soit v : [0,1] — E de classe C!, avec v(0) = a et
(1) = b, v & valeurs dans U. Alors

1
F(b) — fla) = /0 dF (v(8)) (7' () .

Cas particulier V¢ € [0,1], v(t) = a + tv. Alors, f(a+v) — f(a) = fol df (a + tv)(v)dt.

Théoréme 7
Soit U un ouvert connexe par arcs de E. Soit f : U — F. f est constante si et seulement si f est
différentiable et df = 0.
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2.4 Vecteurs tangents a une partie

Définition : soit X une partie de E. Soit x € X. Soit v € E. On dit que v est tangent a X en x
lorsqu’il existe € € R* et v : | —¢,e[— X, dérivable en 0 tels que (0) = = et 7/(0) = v.

Notation : on note T, X ’ensemble des vecters tangents a X en x.

Exemples
a. Soit X un sous-espace affine de F de direction V. Alors pour tout x € X, T, X = V.

8. On suppose E euclidien. X est la sphere de centre a et de rayon R. Alors pour tout z € X,
T.X = (x —a)*.

7. Soit f : U — R, U ouvert de R?, différentiable.
Soit S = {(x,y,2) € R® | (x,y) € U, z = f(z,y)}. Soit a = (a1, az, f(a1,a2)) € S.
On note a = (a1, az). Alors
of

of . -
T.S = {(m,vz,v:%) eR® |v3 = vla—i(a) +U28y(“)} :

Théoréeme 8 (Espace tangent & une partie définie par une équation)
Soit g : U — R de classe C! sur un ouvert U de E. On pose X = {z € U | g(x) = 0}.
On suppose X # (. Soit z € X tel que dg(x) # 0. Alors

T, X = Ker(dg(x)).

Cas particulier : E euclidien

Théoreme 9
Soit g : U — R de classe C! sur un ouvert U de E. On pose X = {x € U | g(z) = 0}.
On suppose X # (. Soit € X tel que Vg(x) # 0. Alors

T,X = Vg(z)*t.

Si E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique, on a, pour = € X, avec Vg(x) # 0,
T,X = {(hl,...,hn) eR" | ;%(x)hi - 0} :

Cas particulier : n =3

Soit S une surface définie par une équation cartésienne g(z,y,z) = 0, avec g : U — R de classe
C! sur un ouvert U de R3. Soit A € S avec Vg(A) # 0. TaS est un plan vectoriel. On appelle
plan tangent & S en A le plan affine A+ T4S.
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3 Applications de classe C*

3.1 Dérivées partielles d’ordre k

Définitions : soit B = (e1,...,€e,) une base de E. Soit f : U — F.
Soit k € N*. Soit (j1,...,Jx) €[ 1,n]". Lorsquelle existe d;,(9;,(--- ;. f---)) est appelée

k
dérivée partielle de f selon les indices (j1,...,jk) et elle est notée 9;,0;, - - - ), f ou m},fffaj.
J1

On appelle dérivée partielle de f d’ordre k une dérivée partielle de f selon une liste d’indices de
longueur k.

Définitions Soit f : U — F.
On dit que f est de classe C* sur U lorsque ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont
continues sur U.
On note C*(U, F) I'ensemble des applications de classe C* sur U & valeurs dans F.
—+00
C®(U,F)= () C*U,F).
k=l

Remarque pour k = 1, on retrouve bien une caractérisation de 'assertion ”étre de classe C17.

Remarque Ces notions sont bien indépendantes de la base choisie.

3.2 Opérations algébriques sur les applications de classe C*

Proposition 17
Soit k € N* U {oc}. C*(U, F) est un sous-espace vectoriel de (F(U, F),+,.).

Proposition 18

Soit k € N* U {oo}. Soient G et H deux R-espaces vectoriels de dimension finie. Soient f : U — F
et g: U — G. Soit B: F x G — H une application bilinéaire. On suppose que f € C*(U,F) et
g € C*¥(U,G). Alors B(f,g) € CF(U, H).

Proposition 19

Soit k € N* U {oo}. Soit (E;)1<i<p une famille d’espaces vectoriels de dimension finie. Soit (f;)1<i<p
une famille d’applications de U vers Ej;, U étant un ouvert de E. Soit M : Ey x --- X E, — F,
p-linéaire. Si chaque f; est de classe C* sur U, alors M(fi,..., fp) est de classe CF sur U.

Théoréme 10 (Composition)
Soit k € N*U{oo}. Soit G un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit f € C¥(U, F) et g € C*(V, G),
V ouvert de F, avec f(U) C V. Alors go f € C¥(U,G).

3.3 Théoréme de Schwarz

Théoréme 11 (de Schwarz)
Soit f € C2(U). Soit B une base de E. Ya € U, V(i,j) €[1,n]? %(a) = 82_25% (a).

3.4 Exemple d’équations aux dérivées partielles
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4 Optimisation

4.1 Etude au premier ordre

Définitions : soit A C U. Soit f: A — R. Soit a € A.
e f admet un maximum local en a lorsqu’il existe r € R tel que pour tout = € B(a,r) N A,

f(z) < f(a).

e f admet un minimum local en a lorsqu’il existe r € R tel que pour tout € B(a,r) N A,

f(z) = f(a).

e f admet un extremum local en a si f présente un maximum local ou un minimum local en a.

Remarque : un minimum (global) est un minimum local (idem pour un maximum).

Définition Soit f : U — R. Soit a € U. On suppose f différentiable en a. On dit que f est un
point critique de f lorsque df (a) = 0.

Proposition 20
Soit f: U — R. Soit a € U tel que f soit différentiable en a. Si f admet un extremum local en a
alors a est un point critique de f i.e. df(a) = 0.

4.2 Optimisation sous contrainte

Proposition 21

Soit f: U — R, U ouvert de E. Soit X C U. On suppose que :
® f| admet un extremum local en
e f est différentiable en .

Alors pour tout v € T, X, df (z)(v) = 0.

Théoréme 12 (Optimisation sous contrainte)
Soient f et g dans C*(U,R), U ouvert de E. On note X = {z € U | g(z) = 0}.
Soit x € X tel que dg(x) # 0 et f|, admet un extremum local en x. Alors il existe A € R tel que

df (z) = Adg(x).

Cas particulier si E est euclidien, on peut réécrire le résultat :
si f|, admet un extremum local en z alors V f(z) € (T, X)*.

4.3 Etude au second ordre

Définition : soit f € C2(U,R), avec U ouvert de R”, n > 2. Soit a € U. On appelle matrice hessienne
. , . 02 f .
de f en a et on note Hy(x), la matrice carrée de taille n ((%jiaxj (a)) I<i<n 1€

1<j<n

G (o)

87:5% 0x10xn a
Hy(a) = : . :
52 92
g (@) - Gt

Remarque : d’apres le théoreme de Schwarz, H¢(a) € S, (R).
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Théoréme 13 Formule de Taylor-Young a ’ordre 2
Soit f € C2(U,R), U ouvert de R", n > 2. Soit a € U.

flatn = f@+3 Lan+ 2 S LI nny +o(h?) b0
N i1 O b2 1<i<n Ozi01; e
- 155<n
ou encore
1

fla+h) = fla)+ (VF(a) | h) + 5 (Hy(a)h | h) +o([[R]*)  [h—0].

Application a I’étude des extrema locaux

Théoréme 14 (Condition nécessaire du second ordre)
Soit f € C%(U,R), avec U ouvert de R", n > 2.
On suppose que f admet un minimum local en a. Alors

(i) a est un point critique de f : df(a) =0,

(i) Hy(a) € S (R).

Remarque pour un maximum local en a, H¢(a) € S, (R).

Théoréme 15 (Condition suffisante du second ordre)
Soit f € C?(U,R), avec U ouvert de R", n > 2.
On suppose que

e ¢ est un point critique de f, i.e. df(a) =0,

e Hy(a) € ST (R).

Alors, f admet un minimum local strict en a.

10

Remarque si a est un point critique et si H¢(a) € S;, ~(R), alors f admet un maximum local strict en a.

Théoréme 16 (n=2)
Soit f € C%(U,R), avec U ouvert de R2.
Soit a € U tel que df (a) = 0. On pose (notation de Monge)

B 0% f B 0% f B 0% f
T_w(a)v s = 8x8y(a)’ t_aiyg(a’)'

1. Sirt —s®>>0et r+t >0, alors f présente un minimum local strict en a.

2. Sirt—s?>>0etr+t<0,alors f présente un maximum local strict en a.

3. Sirt —s? < 0, alors f ne présente pas d’extremum local en a (on parle de point col ou de point

selle).

Remarque si 7t — s2 = 0, on ne peut rien dire en général.
I S b



