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CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION

Soient E et F' deux R-espaces vectoriels de dimension finie.

Définition Soit f : U — F une application de classe C! sur U ouvert de E. On dit que f est un
C'-difféomorphisme de U sur V C F lorsque
e f est bijective de U sur V,
e f~! est de classe C' de V sur U.

Remarque Si f est un C!'-difféomorphisme, alors E et F ont la méme dimension, puisque pour un
x € U, df (x) est bijective, or c’est une application linéaire de E vers F'.
(df (z) bijective est obtenu en écrivant la différentielle de la composée f~!o f = Idy.)

Quitte & choisir des bases de F et F respectivement, on peut supposer que £ = F' = R"”.

Problématique

Soit I un intervalle de R. Soit f : I — f(I) de classe C'. On suppose que f’ ne s’annule pas sur I. On
sait alors que f est un C!-diffeomorphisme.

Peut-on généraliser pour f : U — f(U) avec U C R" et f(U) CR"?

La réponse est oui, au moins localement.

Théoréme 1 (Inversion locale)

Soit f € C}(U,R™) avec U ouvert de R™. Soit a € U. On suppose que df (a) € GL(R"). Alors il existe
un ouvert V' de R" avec a € V C U et un ouvert W de R tels que f|, réalise un C L_difféormorphisme
de V sur W.

O Quitte & remplacer f par = + df (a) "' (f(a + ) — f(a)), on peut supposer que a = 0, f(a) = 0 et
df (a) = Tdgn.
f étant de classe C', il existe r € R, tel que B(0,7) C U et Vo € B(0,r), |[|df(z) — Idrn|| < 3.
e Soit x € B(0,r). Montrons que df (x) € GL(R™).
Soit h € ker(df (z)). On a [|0 — h| < 1||h|| et donc h = 0. df (z) est injective et est un endomor-
phisme de R™ de dimension finie, donc df (x) est bijective.
Intéressons-nous a [||df (x) 7|
g — df(z) ]| < 1 x)~ ) lldf () — Tdme ] < 31 2)~1]]. Alors
lldf ()Ml < [1dge ||| + 3llldf (=) 7]l et finalement, [|ldf ()| < 2.
e On va montrer que tout élément de B (0, %) posséde un unique antécédent par f dans B(0,r).
Soit y € B (O, %) Posons hy : B'(0,r) = R", x — y+ x — f(z). On va montrer que h, posséde un
unique point fixe grace au théoréme du point fixe.
hy est de classe C! sur B(0,r) et pour = € B(0,7), dh,(x) = Idg» — df (x) et donc ||dh,(z)|| <
Par inégalité des accroissements finis (on peut choisir r pour que B’(0,7) C U), pour tout
(z,2') € B'(0,7)?, ||hy(z) — hy(2")|| < ||z — 2/|| : hy est i-lipschitzienne.
Pour € B'(0,7), (avec 2’ = 0) ||hy(z)|| < [|hy(0)|| + 3]lz]l < |lyll + 5 < 7. hy est donc & valeurs
dans B(0,7).
On peut appliquer le théoréme du point fixe : il existe une unique z € B'(0,7) tel que hy(z) = .
Mais z = hy(z), donc = € B(0,r). Il existe donc un unique = € B(0,r) tel que f(z) =y.
e Posons V = f~1 (B (O, %)) N B(0,7) : V est un voisinage ouvert de 0 car f(0) =0 et f est continue
en 0. Posons W = B (O, %) : W est un ouvert. On vient de montrer que f, : V' — W est bijective.
Notons ¢ sa bijection réciproque. Il reste a voir que g est de classe C!.
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e Montrons que g est continue. Pour ce faire, on va montrer que g est lipschitzienne.
Soit (y,y') € W2. On a vu que hg :  — z — f(z) est 1-lipschitzienne. Pour tout = € B(0,r),
x = f(z) 4+ ho(x). Cest en particulier vrai pour g(y) et g(y/').

lg(y) — gl = If(gw) — f(g(")) + hog(y)) — ho(g(¥))ll

lg(y) — 9@l < lly =o'l + %Hg(y) el

et finalement,
lg(y) — gl <2lly —¥'I.

g est 2-lipschitzienne et donc continue.
e Montrons que g est différentiable.
Soit y € W. Posons x € V tel que g(y) = = (et donc y = f(x)).
Soit € € R™ tel que y + ¢ € W. Posons A(e) = g(y +¢) — g(y) — df (z) "1 (¢).
Cette expression a bien un sens, puisque x € B(0,7) et on a vu tout au début de la démonstration
qu’alors df (z) € GL(R™). Si on note € = g(y +¢) — g(y),

€l < 2lly + & —yll < 2[e.

On a, par ailleurs,
Ale) = df (x)~" (df (x) (&) — ¢)
et donc

1A < llldf ()7 lldf () (€) — €]l
Orz+é=g(y+e),donce=y+ec—y=f(r+&)— f(z). Il s’en suit

[A@ <20 f(z+&) = f(z) = df (=) (E)]]-

on a donc A(e) = o(é) et finalement, A(e) = o(e).
e On a donc montré que g est différentiable sur W et que pour y € W, dg(y) = df (g(y)) .
g est de classe C! car g est continue, df est continue et ¢ — =1 est continue. [J

Théoréme 2 (Inversion globale)

Soit f € CY(U,R™) avec U ouvert de R™. On suppose que pour tout = € U, df(x) € GL(R™). Alors
W = f(U) est un ouvert de R™.

Si de plus f est injective, alors f est un C!-difféomorphisme de U sur W.

O e Soit y € W = f(U). Il existe x € U tel que y = f(z). df (x) est inversible. On peut appliquer le
théoréme d’inversion locale. Il existe un voisinage ouvert V' de x dans U et un ouvert W de R™ tel que
f réalise une bijection de V sur W. x € V, donc y = f(z) € W et comme W = f(V) C f(U), W est
un voisinage ouvert de y dans f(U). On a bien montré que W = f(U) est ouvert.

e Supposons de plus f injective. Alors f est bien bijective de U sur W = f(U). Par le théoréme
d’inversion locale, f~1 est localement de classe C!, donc est de classe C!. O
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On va maintenant étudier une application importante du théoréme d’inversion locale : le théoréme des
fonctions implicites. Il dit, par exemple, que si on a une courbe ou une surface donnée par une équation
cartésienne et qu’en un point de cette courbe ou surface, la dérivée partielle par rapport a une des
coordonnées est non nulle, alors on peut paramétrer, au voisinage de ce point, la courbe ou la surface
par les autres coordonnées.

Théoréme 3 (Cas particulier du théoréme des fonctions implicites)

Soit f : U — R, U étant un ouvert de R”. On suppose que f est de classe C! sur U. Soit a € U tel que
%(a} # 0. On note a = (a1,...,an—1,a,) = (b,c), avec b = (ay,...,an—1) et ¢ = a,. Alors il existe
un voisinage ouvert W de b, un voisinage ouvert V de a et une application ¢ € C*(W,R) tels que

((z1,...,Tp—1,2n) €E Vet f(x1,...,2n-1,2n) = f(a))
—  ((z1,...,2p-1) E Wetx, =p(r1,...,Tn-1).

O Posons F : U — R", (1,...,Zp-1,Zn) = (T1,. ., Tn1, f(T1, ..., Tpn_1,Zp)).
e F est de classe C! sur U et pour = = (z1,...,2,) €U, et h = (hy,..., h,) € R,

dF(z)(h) = ((h1, ..., hn-1), df (z)(h)).

En particulier, en a :

n—1
dF(a)(h) = (h1, ..., hn-1, gj( )hk+;f( )hn).-
k=1 "

e On va alors exploiter le fait que a (a) # 0 pour montrer que dF'(a) est inversible.
Soit H € R™. On écrit H = (Hy,...,Hy) et K = (Hy,...,H,_1). On pose alors h = (K, hy,) avec

hn = <9f( ( Z@xk )

O0xn

On a bien df(a)(h) = H et dF(a) est surjective. Comme c’est un endomorphisme de R", df (a) est
bijective.

e On peut appliquer le théoréme d’inversion locale. -
Il existe V' un voisinage ouvert de a dans U et un ouvert W de R" tels que F' soit un Cl-difféo-
morphisme de V sur W. On note g sa bijection réciproque. Elle s’écrit :
g\: (yla <o Yn—1, yn) = (y17 -y Yn—1, @(yl’ s 7yn))
W est un voisinage ouvert de F'(a) = (b, f(a)).
Quitte a restreindre, on peut écrire W =W xw avec W un voisinage ouvert de b et w un voisinage
ouvert de f(a). Comme g est de classe C!, ¢ est aussi de classe C. On a bien

(1., Tp—1,2pn) € Vet f(x1,...,2n-1,2) = f(a))
= (z1,...,7p-1) € Wetz, =@(z1,...,Tn-1, f(a)).

Il suffit donc de poser ¢ : (x1,...,2p—1) — &(21,...,Zn—1, f(a)) pour conclure. OJ
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On peut alors prouver I'implication manquante du cours.

Théoréme 4 (Espace tangent a une partie définie par une équation)
Soit g : U — R de classe C! sur un ouvert U de E. On pose X = {x € U | g(x) = 0}.
On suppose X # (). Soit z € X tel que dg(x) # 0. Alors

T.X = Ker(dg(x)).

[0 e On a déja prouvé T, X C ker(dg(z)) :siv € T, X, il existe e € R et v:]—¢,e[— X, dérivable en 0
avec 7(0) = z et 4/(0) = v. Or, pour tout ¢t €] —¢, e[, g(y(t)) = 0, donc en dérivant, dg(v(0))(+'(0)) = 0,
i.e. dg(z)(v) = 0 : on a bien montré que v € ker(dg(x)).

e Montrons la réciproque, admise en cours.

Quitte a choisir une base de E on peut supposer que £ = R". On note aussi a = z pour harmoniser
les notations. Comme dg(a) # 0, on peut supposer, par exemple que %(a) # 0.

On applique alors le théoréme des fonctions implicites vu précédemment : il existe un voisinage ouvert
V de a = (ay,...,a,), un voisinage ouvert W de b = (a1, ...,a,_1) et une application ¢ € C'(W,R)
tels que

r=(x1,...,2p) €EVNX <= (21,...,2p-1) E Weta, =p(x1,...,Tn_1).

Soit v € ker(dg(a)). Notons v = (vy,...,v,). On a

n dg n—1 gf (a)
Z (a)v; =0 donc v, =— 8; v;.
= Oz = o (a)

Mais on a aussi, pour (z1,...,z,—1) dans W,

g1, ..., Tp—1,0(1,...,Tp—1)) =0

et donc en calculant les dérivées partielles suivant chacune des variables x1,...,T,_1 :
pourt=1,...,n—1

dg dg , \Op ..
oz, (a) + T%(a)axi( ) =0.

On peut donc écrire

dp
Un = Z Oz (b)vi
=1 v
On note w = (v1,...,vp—1). On pose alors 7y : t — (b4 tw, p(b+ tw)) qui est bien définie au voisinage

de 0 et qui est & valeurs dans X.
On a bien 7(0) = a. v est bien dérivable en 0 et

On a bien montré que v est un vecteur tangent a X. OJ
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On peut ensuite se demander, ce qui se passerait si on imposait plus d’une contrainte. On va voir ce
qui se passe avec deux contraintes : cela donnera une bonne idée de la généralisation & plus de trois
contraintes.

On commence par réécrire le théoréme des fonctions implicites.
Théoréme 5

Soient f: U s Ret g: U+ R, U étant un ouvert de R™. On suppose que f et g sont de classe C! sur
U. Soit a € U tel que

£ 0.

0 0
7 (@) (@)
g (@) 5-(a)
On note a = (a1,...,an-2,0n-1,0a,) = (b,c), avec b = (a1,...,an—2) €t ¢ = (ap_1, a,). Alors il existe
un voisinage ouvert W de b, un voisinage ouvert V de a et une application ¢ € C*(W,R?) tels que

((x1,...,Tp—1,2n) €E Vet f(x1,...,2n-1,2n) = f(a) et g(x1,...,2n—1,2n) = g(a))

—  ((z1,...,%p—2) E Wet (xn_1,24) = @(T1,...,Tpn_2).
O Posons
F U — R"
(T1yev oy T2, Tpe1,Tn) = (T1,..oy@p2, (X1, 20),9(T1,. .., 20)).

e F est de classe C! sur U et pour = (z1,...,2,) €U, et h = (h,...,h,) € R",
dF (z)(h) = ((h1, ..., hn-1),df (z)(R), dg(z)(h)).

En particulier, en a :

—~ of
— al'k

of
axn—l

(@)hnr + $<a>hn,

n—2
0g 0g dg
D g @hect g @y + 5L )

dF(a)(h) = (hl, e ,hn_g,

(a)hk +

72l (a) %—ﬁ<a>

# 0 pour montrer que dF'(a) est
8%971 (a) aa;gn (a)

e On va alors exploiter le fait que det(M) = ‘

inversible.

Soit H € R™. On écrit H = (Hy,...,Hy) et K = (Hy,...,H,_2). On pose alors h = (K, hy—1, hy,)

avec
(hnflahn) = - ( n—1 — Z Hka Z 8xk )

On a bien df(a)(h) = H et dF'(a) est surjective. Comme c’est un endomorphisme de R", df (a) est
bijective.

e On peut appliquer le théoréme d’inversion locale. .
Il existe V' un voisinage ouvert de a dans U et un ouvert W de R" tels que F soit un Cl-difféo-
morphisme de V sur W. On note g sa bijection réciproque. Elle s’écrit :
Qv: (y1, sy Yn—2,Yn—1, yn) = (yla <oy Yn—2, (ﬁl(yh R yn)7 952(y17 s 7yn))~
W est un voisinage ouvert de F'(a) = (b, f(a), g(a)).
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Quitte a restreindre, on peut écrire W =W xw avec W un voisinage ouvert de b et w un voisinage
ouvert de f(a). Comme g est de classe C!, @ est aussi de classe C*. On a bien

(@ =(21,...,20) €V, f(z) = f(a) et g(z) = g(a))
—  (21,...,%p2) EW, zy_1 = 1(x1,...,20-2, f(a),g(a)) et x, = pa(z1,...,Tn—2, f(a),g(a)).

Il suffit donc de poser

(2 (1‘1, s 73371*2) = (951(-%'17 s 7$n*27f(a)’g(a))730~2(x1’ s ,.’IL‘an,f(CL),g(CL)))

pour conclure. [

Théoréme 6 (Espace tangent a une partie définie par deux équations)
Soit (g1, 92) € CL(U,R)? avec U un ouvert de E. On pose X = {z € U | g1(z) = g2(z) = 0}
On suppose X # (). Soit = € X tel que (dg1(z), dga(x)) est une famille libre. Alors

T, X = Ker(dgi(x)) N Ker(dga(z)).

O e Montrons que T, X C Ker(dgi(x)) N Ker(dga(z)).

Soit v € T, X, il existe ¢ € RY et v : | — e,e[— X, dérivable en 0 avec v(0) = z et 7/(0) = v.
Or, pour tout t €] — g,¢[, g1(y(t)) = 0, donc en dérivant, dgi(v(0))(7/(0)) = 0, i.e. dgi(z)(v) =0 :
on a montré que v € ker(dgl( )). On montre de méme que v € ker(dgz(z)). On a bien montré que
v € Ker(dgi(x)) N Ker(dga(x)).

e Montrons la réciproque.

Quitte & choisir une base de E on peut supposer que £ = R™. On note aussi a = x pour harmoniser
les notations. Comme (dgi(a),dga(a)) est libre, quitte & échanger les variables, on peut supposer, par
exemple, que

% (a) G2 (a)

agn—l (gwn
Tonr (@) Gz (@)

On applique alors le théoréme des fonctions implicites vu précédemment : il existe un voisinage ouvert
V de a = (a1, ...,ay), un voisinage ouvert W de b = (as, ..., a,_2) et une application ¢ € C1(W,R?)
tels que

xr=(r1,...,2,) EVNX <= (r1,...,2p-2) E Wet (xpn_1,2n) = p(x1,...,Tpn_2).

On note ¢ = (¢1, P2).

Soit v € ker(dgi(a)) Nker(dgz(a)). Notons v = (v1,...,v,). On a

891 892
Zaxz ajui =0 et Z@xz

donc

('Un—h 'Un = (Z g‘j; Vi, Z gii )

ou
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Mais on a aussi, pour (z1,...,%,—2) dans W,
gl(acl, ey p—9, <p1(x1, .. ,:Cn_g), ng(l’l, . ,J}n_g)) =0
et
92($1> sy Tp—2, @1(3}‘1, ce 7'1:%*2)7 902($17 cee 73371*2)) =0
et donc en calculant les dérivées partielles suivant chacune des variables z1,...,2,_9 :
pourt=1,...,n—2

dg1 og 0p1 g1, |\ Op2
Bes (a) 9z, (a) oz, (b) oz, ——(a) Bz, (b)=0

et

992 dg2 , Op1 0g2 5902

On peut donc écrire

&Pl 8902
(vn 1avn = (Z Oz, Zaz 61’1
On note w = (v1,...,Up—2). On pose alors v : t — (b+ tw, p1(b+ tw), p2(b + tw)) qui est bien définie

au voisinage de 0 et qui est & valeurs dans X.
On a bien ¥(0) = a. v est bien dérivable en 0 et

n—2
3801 02 _ _
< 8]}2 )Ul7 ' 8:L"Z (b)vl> — (’UJ,’Un,bUn) =.

On a bien montré que v est un vecteur tangent a X. J
On peut alors établir le résultat concernant I’optimisation sous deux contraintes.

Théoréme 7 (Optimisation sous deux contraintes)

Soient f, g1 et go dans C1(U,R), U ouvert de E. On note X = {z € U | g1(x) = g2(x) = 0}.

Soit = € X tel que (dgi(z),dgz(x)) soit libre. On suppose aussi que f|, admet un extremum local en
x. Alors il existe (A1, A2) € R? tel que df (x) = A\idgy(x) + Aadga ().

O On sait déja que T, X C Ker(df(x)). Or le résultat précédent donne
T, X = Ker(dgi(x)) N Ker(dga(z)).

Donc
Ker(dgi(x)) N Ker(dga(z)) C Ker(df (z)).

On note 9 la forme linéaire df (z), 1 la forme linéaire dg;(x) et @3 la forme linéaire dga(z).

On note F' = Ker(p1) NKer(ypz) : F' C Ker ().

La famille (o1, ¢2) étant libre, on peut trouver deux vecteurs non nuls a et b de E tels que

E = F & Vect(a) & Vect(b), Ker(¢1) = F & Vect(a) et Ker(pz) = F & Vect(b).

Soit h € E. On écrit h =y + aa + b, avec y € F et (o, 3) € R2.

On a ¥(y) = arp(a) + B(b), p1(h) = Bp1(b) et p2(h) = apz(a). Or ¢1(b) # 0, sinon, 1 = 0 et de
méme @2(a) # 0. Alors, en posant A\j = ;ﬁl—(b) et Ay = Y@ on a

Y(h) = Ap1(h) + Aapa(h).

On a bien montré 'existence de deux réels A1 et Ao tels que ¥ = A1 + Aapo. O
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Pour aller plus loin : voici les énoncés du théoréme des fonctions implicites, dans le cas général, et
le théoréeme des extrema liés qui généralise les résultats vus pour l'optimisation avec une ou deux
contraintes.

Théoréme 8 (des fonctions implicites)

Soient (p, q) € (N*)2. Soit A un ouvert de R? x R?. Soit f = (f1,...,f;) : A — RY,
(z,y) = (fi(z,v),..., fy(x,y)) une application de classe C'. Soit (a,b) € A.

Si det(ggj_ (a, b))

# 0, alors il existe un voisinage ouvert W de a, un voisinage ouvert V' de (a, b)

1<i<q
1<j<q

et une application ¢ € C*(W,RY) tels que
((z,y) €Vet f(z,y) = fla,d) <= (v Wety=op()).

Théoréme 9 (des extrema liés)
Soient (n,p) € (N*)2, U un ouvert de R" et (f, g1,...,9p) € CH({U,R)PTL.

Soit A={zeU|gi(z) =" =gp(x) =0}.
Si la restriction de f a A admet un extremum relatif en a € A et si les formes linéaires dgi (a), . . ., dgp(a)
sont linéairement indépendantes, alors il existe des réels Ay, ..., A, tels que

p
= Z )\kdgk(a)
k=1

0O On pose ¢ =n — p et on écrit R™ = R? x RP. On écrit a = (b,c) avec b € R? et ¢ € RP.

(dgi(a),...,dgp(a)) est libre dans L(R™,R) de dimension n, donc p < n.

Sip=mn, (dgi(a),...,dgp(a)) est une base de L(R",R) et donc le résultat est immédiat.

On suppose donc p < n, i.e. ¢ € N*. La jacobienne de (gi,...,¢g,) a un rang égal & p : on peut en

extraire une sous-matrice carrée de taille p inversible. Quitte & échanger les variables, on peut supposer

que (gg; (a)) 1<icy Ot inversible. On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites : il existe
1<j<p

W un voisinage ouvert de b, V un voisinage ouvert de a et ¢ € C'(W,RP) tels que

(z,y) e Vetg(z,y) =g(a)) <<= (z€Wety=p(x))

avec g = (g1,...,9p). Notons ¢ = (¢1,...,¢p) et posons h :  — f(x,p(x)). h admet un extremum
local en b et donc pouri=1---¢q

of PLof 0v .
axi(aHZ ayj(a) 1 (b) = 0.

p
Mais on a aussi pour x € W et pour k = 1---q, gr(z,p(x)) = 0 et donc ag’“( )+ Z ai( )gﬁj (b) =0.
j:
Les ¢ premiéres colonnes de la matrice

af of of af
g‘“( a) - 0, (a) ?(a) S 7 (a)
aii (@) --- agz (a) Tgi(a) T ai; (a)
0 0 0 0
@ 2@ 2@ o @

sont donc des combinaisons linéaires des p derniéres : son rang est au plus p, les p + 1 lignes de cette
matrice sont liées. Les p derniéres lignes étant libres puisque la matrice carrée extraite avec les p
derniéres colonnes et les p derniéres lignes est inversible, la premiére ligne est combinaison linéaire des
p derniéres et c’est le résultat voulu. [



